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VORREDE. 


Die Ideen zur Differentialrechnung, welche Leibnitz am Ende des 
siebzehnten Jahrhunderts bekannt machte, beschäftigen die Mathematiker 
noch immer. — Viele Meinungen, nur eine Wahrheit. — Jene gehören 
den Personen, die zeitlich sind, diese der Sache, die ewig ist; jene der 
Geschichte, die über ihren Werth oder Unwerth abspricht, diese der 
Wissenschaft, die leidenschaftlos und dankbar gegen ihre Erweiterer ist. 


— Hier wird nur die Wissenschaft gegeben. 


Diese besteht in Geschäften geleitet von Ideen; sie lehrt, wie 
solche auszuführen, welche Ordnung dabei zu befolgen, wann Freiheit 
in der Wahl der Ordnung ist, und wann Geschäfte durch andere ersetzt 


werden können. 
QU 


IV 


Dieser Grundsatz bestimmt die ganze Behandlungsweise der Diffe- 
renzen- und Differential - Rechnung. Daher hier die Differenzen in dem 
grossen Umfange und mit dem Ueberblicke über das grosse Feld der 
Wahrheiten, der gewonnen; daher das Zerlegen der Differenzen in Fac- 
toren, welches nie geschehen, obgleich es die Grundlage der Differentiale 
ist; daher das mit dem Vervielfachen abwechselnde Differentiiren; daher 
überhaupt die vielen neuen Untersuchungen in der Differenzen - und 
Differential - Rechnung. Seite 1—296. 

Dieselhen Geschäfte oft wiederholt erzeugen immer Verbindungen 
der Elemente, die denselben Gesetzen huldigen. Zwei Verbindungsweisen 


behandelt die sechste Abhandlung meiner Analysis; zweiandere werden hier 


gegeben; beidesind schon bekannt, aber noch nie untersucht. S. 297—432. 


> 


Diese Untersuchung ist die Grundlage der Theorie der Ent- 


wickelung in Reihen, die hier gegeben wird. Seite 433—548. 


Geschäfte nach einer Idee ausgeführt erzeugen einen Algorithmus. 
Hat jene Gehalt, so wird dieser ihn bewähren; er ist der Ausdruck der 
Idee. Leibnitz machte den Anfang mit dem Algorithmus der Diffe- 
renzen und Differential. — Mit f(xah) wird ein Vielfaches von fx 
vereinigt, und es wird ein höherer Algorithmus hervorgebracht. — Meh- 
rere Functionen, in welchen x verschiedene Zunahmen erhalten, werden 


mit einander verbunden, — und der Algorithmus wird zur höchsten All- 


semeinheit erhoben. 


ү 


Die Idee wird erweitert. Die Function nimmt die Stelle ihres Ele- 


ments ein — und erzeugt oft nach mehrmahliger Wiederholung das ur- 


өргіпеісһе Element. 
prung 


Diese Ideen leiten durch die Theorie der wiederholenden 


Functionen. Seite 549—610. 


Der einfache Algorithmus des Vervielfachens mit gleichen Factoren 
entstand in der letzten Hälfte des sechszehnten Jahrhunderts. Welche 
Ideen seit jener Zeit an den Buchstaben geknüpft sind, zeigen die vier 


ersten Abhandlungen der Analysis. 


Die Factoren sind nicht mehr gleich, und wachsen um dieselbe 
Grösse — die erste Erweiterung der Idee und des Algorithmus des Ver- 
vielfachens — die einfachen Facultüten, welche in der fünften 


Abhandlung der Analysis untersucht sind. 


Nicht die Factoren, sondern die Exponenten des Elements in den 
Factoren nehmen um gleichvielzu — die zweite Erweiterung der Idee — 


die Exponentia lfacultüten in der achten Abhandlung der Analysis. 


Allgemeine Functionen, deren Elemente um gleichviel zunehmen, 


werden vervielfacht — und der Algorithmus wird zur höchsten Allgemein- 
heit gesteigert — die allgemeinsten Facultüten. Seite 614. 


Elemente können auf verschiedene Weise verbunden werden; eine 
3 


einfache Vorschrift erzeugt einen einfachen, eine zusammengesetzte einen 


ҮІ 


zusammengesetzteren Algorithmus. Hier ist eine Vorschrift gewählt, die 
jener in der sechsten Abhandlung der Analysis ähnlich ist, und mit ihr 
unter ein allgemeines Gesetz gestellt werden kann. Dieselben Methoden, 
welche dort und hier gegeben, sind bei allgemeineren Vorschriften zu 
wählen. Das Ziel war ein allgemeiner Algorithmus der fort- 


laufenden Brüche, welcher allen Forderungen genügt. Seite 629. 


Dieses sind die Ideen, die ich Jahre laug genährt, und in diesem 


Werke bearbeitet mittheile. 


Heidelberg den 15 August 1825. 
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THEORIE 


DER 


UNTERSCHIEDE 


Erste Abtheilunse. 
UNTERSCHIEDE ÜBERHAUPT. 


% 1. 


Fine Бейше хон она d unbestimmter Anzahl, welche nichts Ge- 


meinsames haben, wird vorgestellt durch 


` D . US Й W > ШЕ. 3 U, 2 U, 5 U, 2 U, H 


Das Mittelglied ist U, oder U, und die angehängte Zahl zeigt bei den 
übrigen Gliedern an, das wievielte jedes ist, und auf welcher Seite des 


Mittelgliedes solches steht. 


Werden jede zwei auf einander folgende Glieder von einander abge- 
zählt, und 


> 


е 
| 
= 
| 
e 


т p U, = U 
U — = 


(4 ао (1) (12 (1) біз (1) 
e * e 9 UZ, 2 Ше 3 0 A г, 3 U, 2 Ш 2 U, 2 y» ° e d . 
Aus dieser Reihe wird eine dritte gebildet, indem jede zwei auf ein- 


anderfolgende Glieder von einander abgezühlt werden: 


$a rer ZU", Uu VENENUM MANERAS 2.2... 


so dass 
qe е U; = BE 
U - 08 US 
U^ - me 
GLEN 
py = u = WE 
UN .-—u s 


Aus dieser kann wieder durch Abzühlen je zweier auf einander fol- 
genden Glieder eine vierte und auf gleiche Weise aus jeder vorhergehen- 


den eine folgende neue Reihe gebildet werden. 


Wir kehren zu der ersten Reihe zurück. Jede Zahl oder Grösse kann 
als Unterschied zweier anderer Zahlen betrachtet werden; jedes Glied in 
ihr lässt sich also ansehen als entstanden durch Abzählen je zweier auf 


einander folgenden Glieder einer vorhergehenden Reihe 


5 


=з) 5-1» "et? = =1) 
UNES US; лу Oy Шуу 


s0 dass 


o^ 
' 

- 

- 
' 

- 


-1) - ln 

U = U, 
79) Пеш Ше 
2 U, A 


Die Glieder dieser Reihe seien eben so gebildet durch Abzählen der 


Glieder einer vorhergehenden Reihe 


c {=2›) (=2 Se) (23 25 i= 
4 - & E u; U š D, U, 5 U, 2 U, U ut. ç d Š e 
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Hiedurch entstehen mehrere 


Reihen, welche 


folgendes Schema in 
sich begreift: 


с-з» GER ER t-3) BER (ca t-3) 1-3) (-39 
о г” U) U), U, U; U, О, U, U, =. 
ARR 
-2) E -2 - - = = - = 
4 U Шен Шау \ U: 2) U: 2) U! 2) U‘ 2) Ur 2) № 
re л ыз e = о, е лл же | 
‹-1) (71) Ca) (1) ca t1) n с-а) (a) 
$ U), Us U, Up U, U; U; U; U, e e 
p 179 [U Ye iu» U» ve Ur 0 
* -4, -) -2 -1 9 1 2 3 4 Vë. 
GE | ғ E, некен | Юс E Vnd 
: De H u u DE p Ше un u. "s 


— | | ll ln ل‎ | — — 


[CE 
U), 


(2) 
LT 


t3) 
U 


О 


ID ДА? 
3 
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Jede Horizontalreihe ist durch Abzählen der Glieder der vorhergehenden 


Reihe entstanden. Wird dieses Geschäft durch ein besonderes Zeichen A 


angekündigt, so sind die Zeichen für die obigen Reihen folgende: 


Dieses Schema stellt deutlich den Gegenstand vor Augen, womit sich 
gegenwärtige Abhandlung beschäftigen soll. Vor allem muss hiebei be- 
merkt werden: 

x. dass nur die Glieder verschiedener Reihen von einander abhängig 

sind, und 

ß. dass die Glieder einer und derselben Reihe keinen Zusammenhang 

haben oder nicht von einander abhängig sind. 

Nur das erstere ist der Gegenstand dieser Abhandlung; das zweite 
gestattet eine grosse Freiheit und Mannigfaltigkeit bei den spätern Unter- 
suchungen, und eröffnet ein unendliches Feld für die Anwendung. 

Das Gesetz der Bildung jeder Horizontalreihe aus der unmittelbar 


vorhergehenden Reihe ist gegeben. N ach diesem einfachen Gesetze kann 


7 


ein Glied A einer Horizontalreihe aus zweien Gliedern a und b der vor- 
hergehenden Reihe, und jedes dieser Glieder a, b aus zweien Gliedern 
æ, B und Û, y einer zweit vorhergehenden Reihe, also A aus dreien Glie- 
dern ж, В, y einer zweit vorhergehenden Reihe gebildet werden. Dieses 
Wiederholen des gegebenen einfachen Gesetzes führt zwar zu einer zu- 
sammengesetzteren Bildungsweise eines Gliedes aus Gliedern entfernter 
Reihen, lässt aber den Zusammenhang erkennen, in welchem die Glie- 
der entfernter Reihen stehen, und ist zugleich das Mittel, um nachzu- 
spüren, wie irgend ein Glied im Schema aus seinen Elementen, welche 


entfernt liegen, wieder gebildet werden kann. 


Wird hiebei ein gemeinsamer Beziehungspunkt im Schema nnd zwar 
U, oder U angenommen, und die Horizontalreihe, worin AU. vorkommt, 
die Haupthorizontalreihe und die Scheitelreihe von U, die Haupt- 
scheitelreihe genannt, so wird das ganze Schema in vier Theile zer- 


legt, und dadurch zu folgenden Fragen Veranlassung gegeben: 


I. wie wird aU und A”U aus den Gliedern der Haupthorizontalreihe 


und aus anderen Reihen, und 


II. wie wird U,, und U , aus den Gliedern der Hauptscheitelreihe und wie 


aus anderen Reihen gebildet? 
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ا 
IL Bildung von АИ und 4"U‏ 
Es ist‏ 
Ug == ІШ» e‏ 
Me У‏ 
d. — |0,‏ = 
U, + U,‏ — 
all r Vera:‏ 
ferner ist‏ 
АШ” —- I MU‏ 
ж age Er U,‏ == 
ІШ сз JL ms ME‏ - 


Ss Ua. ر ا‎ cp са. - 


Der Uebergang von dem vorhergehenden 


21-3 


i-a 
"U = U.. ae > „АШ... 8 фы) РЕР". 


"E 4 25750 
zu dem folgenden 370, besteht in der Vereinigung der Reihen 


sU, = U, — "U, 


= U, - (n-1), я Е... + (а=; E U, — (n-1), я P аласа Soo 
= E + (п—1), 9 Us — (n-1), D eU “...-.... 
wo wegen der Kürze 
(n-ı 
— = (n-1), 


gesetzt ist. Wird hiebei berücksichtiget, dass 
(n-1), + (п-4),, = (п), 


so entsteht durch diese Vereinigung die Endgleichung 


Dr E ULE mm. U O ` s l 


nach welcher aU, aus den Gliedern der Haupthorizontalreihe gebildet 
wird. 
Die Bildungsweise von A”U, wird dadurch gewonnen, dass die 
Gleichungen 
- IE -1 
AMO =U RA TU. 
KH зе, ЖАС). 
АҒЫ? == ect. 
U., + А0, 


52 
= 
| 


zusammengezählt werden; es entsteht die Reihe 


Hee US EU. + U dee H Be. - 
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Nach demselben Gesetze wird 47U, aus den Gliedern der nächsten Hori- 


zontalreihe gebildet, 
HH. = АЛ) a ABS ҚАЗ) AUC SE uu ка 


und so auch wieder jedes Glied dieser Reihe durch die Glieder der Haupt- 


horizontalreihe, nämlich 


AH e H, 4 UU, + US eessen dé 
ЛЗ”, $959 c 

FU + UE e, ЕС 
ОАЕ 


5 


oder 


AH =1.0U0,+2.U,+3.U,+4.U,#+..... 


So wie AU, aus А70], so wird auch Jedes folgende Glied АТП, aus sei- 


nem unmittelbar vorhergehenden Gliede 4™U, hergeleitet; ist die Reihe 
2 
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11-1 21-1 
х А —n44 —n-4i 
SCH en, Eau QU eu” Е РАТ Р? 7 
1 та 


gewonnen, so besteht der Uebergang zu 47U, darin, dass die Glieder 
der Reihe 


A U, a 7 DON. десе CUO s <. . D 


durch Reihen ersetzt werden, welche auf dieselbe Weise gebildet sind, 


als die schon gefundene Reihe а. Es wird hiedurch 


AUU,—U,-(-n41)), О, +(—n+1),. О, – (еа), О, +... 


--1 


+ U, —(—и+:),._„_,+(—п+1),.О__,—... 
+ U... – (пж), О, +... 
+ Шол, s 

etin лаш; 


oder, da allgemein 
1 — (C), + (ae), — (анд), + (С) (сан), ss C ta 
so wird 
aee жй ЕСШ из diim M im ER п. да зое. 


alı елер 


1 1 1 


Die Glieder a*U, und 47U, der Hauptscheitelreihe werden also nach 
einem und demselben Gesetze aus den Gliedern der Haupthorizontalreihe 


gebildet. 


11 


a 
| RU, 


U, Lag, | О Top | i0, | 


+n 
AU, 


L 3. 

Das Glied AC". der Hauptscheitelreihe kann auch aus Gliedern des 
Schemas, welche nach einer andern Richtung liegen, gebildet werden. 
Es ist nämlich 


vun 


- U, + U, A 
AU, +U,- U, + A'U, B 
Den Uebergang zu dem folgenden Gliede giebt die Gleichung 
AU, 


— A'U, + А0, 
an; aber dadurch, dass der erste Theil АЧ), nach der Gleichung B und 


der zweite Theil A'U, nach der Gleichung A gebildet wird, entsteht eine 
Bildungsweise, welche von der früheren verschieden ist 


2% 


12 
AU, = Ü, + U -. AU 
- AH + U, 
== U, + U,-23.4U, p 
oder 
AU, = - AU, —2. A'U, 
+AU + AU, 
Dieselbe Gestalt erhalten die Reihen für die Glieder A'U,, AU >: 


Sind nun die Reihen 


М T (n-2,0) . AU, +(n-2,1) . A'U, +(n—2,2). AU,+..... ba 
\-({n-2,0)'. АЧ) — (n22,1)'. A'U, - (n-2,2)'. АШ -..... ] P 

und 

AU'U, = (7)"'( (0-150) . AU, + (а-а). A'U, + 252) . ^U, 4... .. \ 
\—(п—з,о)'. A’U, — (n-1,1)'. A'U, — (n—1,2)'. AN 3e... | 4 


gefunden, so ergiebt sich die Reihe für A’U, durch die Gleichung 
n ET n=; ER 
АО == - АО, + àUUU, 


wenn in der Reihe C sowohl die Stellenzahl von A als von U um ı er- 


höhet, und hievon die Reihe D abgezählt wird; hiedurch entsteht die Reihe 


AU, =(-)” , (n-10) . 4U, + (n-1,1) . AU, + (0-1,0). А0, +..... A 
-(n—1,9)'. AU, — (n-1,1)'. А0, —(n-1,2) a U, -..... \ 
Қа-2,0) . 4U, + (0-2,1) . ^U, (0—2,2) . AU, +..... 
MM O E ТЫЗ UN TETTE / 


Die Reihe für 4"U, erhält also wieder dieselbe Gestalt: 


(па) A" Ur (n0) АЗ Fa een, oes‏ | س 
lm, O. АЛ) (n). AU, =) am...‏ 


und die Vorzahlen ihrer Glieder werden nach folgenden Gleichungen ge- 


bildet: 
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(п,0) = (n-1,0) 

(пл) = (п-14) + (n-2,0) 
(п,2) = (n-1,2) + (0—21) 
(n,5) = (n-1,3) + (n-2,2) 


und 
(п,0)' = (n-1,0)' 
(n,1)' zc (n-1,1)'+ (n-2,0)' 
(n,2)' (n-1,2)'+ (n-2,1)' 
(n,3)' = (n-1,3)'+ (n-2,2)' 


Diese zurücklaufenden führen zu folgenden unabhängigen Bestim- 


mungen: 
moa und (mo) == 
n—1 11-1 п—9 11-+ 
(п,1) = (n,1)' == zx ^m 
1 1 
GA (п m 
(n) = se (nmi) = ae 
ea... (m= 
(n,3) = а (1152) = u 


Es ist also 


D u ر کے‎ Да - 11-4 шісі үзді 31-1 
3) A Best ) AM D AME > AU, Dr m м NN = .A'U +. х \ 
1 1 1 
жүзі plz ТАНЫ 
-aT an Ша) EE ra) Kg. 
і an i 


Die Glieder, aus welchen nach vorstehender Vorschrift AU. gebildet 
werden kann, liegen in der Mitte der Haupthorizontal- uud der Haupt- 
scheitelreihe, Bei dieser Gleichung ist zu bemerken, dass alle Vorzahlen, 


welche auf eine, die = o ist, folgen, auch — о gesetzt werden müssen. 
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A U, 


б 4. 
TI. Bildung von U, und U, 


Nach dem angenommenen Gesetze ist 


oder 


Diese Gleichung giebt an, dass jedes Glied der Haupthorizontalreihe 
aus zweien Gliedern gebildet werden kann, welche der Hauptscheitelreihe 


näher liegen. Wird dieser Weg weiter verfolgt, so ergiebt sich Fol- 


— 


gendes für n = 1 


fur == 2: 
О. = Ba, aU 
Ev  " SH: 
+ AH. + AU, 
= Ü +2.20, + AU. 
an = 3: 


U, = U, + At 


I 
= 


o +2.4 U, + AU, 
+ AU, +2.2°U, + АЛУ, 


U, +3.4 U, +3.4’U, + АЧ), 


Der Fortgang der Rechnung bleibt unverändert, mithin auch das 


Gesetz der Vorzahlen; ist nämlich für U,_, gefunden, dass 


n-1 


(n1)? (ту 
U,., =U, + —— .4'U,« m 


DT 211 
1 


4 al-ı 
. AU, + а). 
í 


зі 


ГАМ 


so gibt die Gleichung 


U, = U,- + ap. 


1 


den Uebergang von dieser zur folgenden Reihe an. Wird nach dieser 
Vorschrift zu der vorstehenden folgende Reihe gezühlt 
DEN 


11-1 
АП, , = 41 U, + ыр. АО + uer. 
1 


"EE 


AU 5... 


und berücksichtiget, dass 


(n1) Gaa E pi: 
و‎ үр 7 PIT 
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so ergibt sich folgendes allgemeine Gesetz für das bejahte n: 


п! п?" pn?" 
4) U.=U, + Du . AU, + DU d м0, + Tm i aU, ЖЕЗ . 


Das Gesetz für das verneinte n wird dadurch herbeigeführt, dass die 


Gleichungen 
Um = U = А0, 
—-A'U,—-2^4U,-4U, 
+ aU, = + €, - AU, 
= aU, = — AU + АО, 
zusammengezûhlt werden, 
— 1 2 3 4 
О = 0, ALU + U, - TAL. -..... 
So wie U_, aus der nächsten Scheitelreihe zur Rechten dieses Gliedes, 


so wird auch U_, aus der nächsten Scheitelreihe zur Rechten desselben 


gebildet, nämlich 


= -QU TAU ST Nu E omm, 


Nach demselben Gesetze wird wieder statt jedes Gliedes seine nächste 
Scheitelreihe mit abwechselnden Zeichen eingeführt 
— 2 3 
U, = Ú, - 4'U, + А0, — aU, 
— A'U, + 4&U, - AU 
+a U, — SU 


+ + + + + 


oder 


eg ges D ST. АП + 3 . 4D, — а. MER 


2 


Der Weg von dem vorhergehenden zu dem folgenden Gliede ist vor- 


gezeichnet; ist die Reihe für 


17 


11-1 21-1 
3 —n4-1 11-1 
N U. mU, +Ç p А U, + = — emat, + 550252 (E 


gewonnen, 80 besteht der Uebergang zu U_, darin, dass die Glieder der 
Reihe 


Us = "om x RR + AU 


- A'U A к 


-(n=1) -(n-1) 


durch Reihen ersetzt werden, welche auf dieselbe Weise gebillet sind 
als die Reihe E. Es entsteht durch ein pleiches Verfahren wie in $. 2 


folgende allgemeine Reihe: 


жы 21-1 0) al-ı 


АО + 


{1-1 
5) Uns бг мың = ШЕ E Wo 


Diese beiden Gleichungen 4 und 5 geben das Gesetz an, nach wel- 
chem ein Glied der Haupthorizontalreihe aus den Gliedern der Haupt- 
scheitelreihe gebildet werden kann; dieses Gesetz kann auch in folgenden 


Zeichen vorgelegt werden: 


ON U. Ems DB, 


-n 


a U, | RA 


ww 


Eine zweite Bildungsweise aus Gliedern, welche nach einer andern 


Richtung im Schema liegen, ist folgende: Es ist 


Des U+ GER 
AU, = AU, КАЛ), 
ZU, il a UD 
SH: zm АЛЫ АШ. 


H D D H a D H . . e 


Durch Zusammenzählen dieser Gleichungen entsteht die Reihe 


ml укы HI ҒАПУ ЛУ.” m... 


sie zeigt, dass ein Glied U, durch eine Reihe gebildet werden kann, welche 
in der Mitte der Haupthorizontal- und der Hauptscheitel-Reiheliegt. Nach 


demselben Gesetze wird das folgende Glied U, gebildet 
U, = U, = AU, а АО, a AU. + SCH. із” rd 
und so auch nach demselben Gesetze jedes Glied dieser Reihe, 


D ОИ) ЫЫ UE samay Ше pei. 
+ AU, + U, + AU, + AU, 

+ AU, + AU, + UU, 

+ AU, + AU, 


+ AU, 


-2 


+ + + + + 


oder 


Bil, +2. AT +9, AUS üm 


Ist nach diesem Verfahren U, , in eine Reihe entwickelt 


1 


1 


` il- 
(-n41) 


ıl-ı 


E omo ` ШЕ 
1 


U, AH ans besse (E 
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19 
so wird das folgende Glied U, gefunden, wenn in der Reihe 


eu. + SU + AU 


n пе As 3 


2 
+ À U, u-4 


ch o es en 


für jedes Glied eine Reihe eingeführt wird, welche nach demselben Ge- 


setze wie F gebildet ist, nämlich: 


U=U,-(-n+), .a'U|+(n+1),.A’U,- (+), AH, 
+ AH. (-а+1), AU + (паа), AH. 

+ AU, Lara), AU... 

^o АИ SR. 


ES 


Es entsteht, wenn die Vorzahlen wie in $. 2 vereinigt werden, die 
Reihe 


-— 


21-1 31-1 
eu ۔‎ SAU +... mero 
1: AL 


-2 sin -з 
1 


11-1 
7) u, A. ТЫ) 
і 


Nach dieser Gleichung wird сіп Glied U, der Haupthorizontalreihe 


auf der rechten Seite aus den Gliedern 


welche auf der linken Seite liegen, gebildet. Es ist noch übrig, das Ge- 


setz für U_, aufzusuchen. Es ist 


ferner ıst 


=) 
al 
ef = 
| 1 
e 
== 


eben so ist \ 


ll 
= 


-2.4 U, + А, 


- A'U,-2.4U, — U, 


= U, =3.4'0., 3.20, — AU 
Ist die Reihe für U_,_,, gefunden 


бе n-4 11-а (n-1y"* — 
U... = £ ылу Un... 


so besteht der Uebergang zu U , in der Vereinigung der beiden Reihen 


D = U - АЧ), 


= 0, (0-1), . А0, + (n=), s’ U, (а), AU, Ғ...-..... 
- AU, +m), А0, (a). U, +... + + 


wodurch folgende Reihe gewonnen wird 


nib: pir! п? 
= = 1 2 3 E 
Sn quee AU, an А0 - a SATUS GM . . — — 


Beide Reihen 7 und 8 sind denselben Gesetzen unterworfen; sie geben 
vereint die Eutwickelung eines Gliedes der Haupthorizontalreihe aus Glie- 
dern, welche zur Linken in der Mitte der Horizontal- und der Scheitel- 


reihe liegen. 


AU, | At, le U,, 
vU. 
AH. 
“г, 
АЯ), 
{. 6. 


Die Glieder U,, und U_ können auch durch Glieder gebildet werden, 
welche der Scheitelreihe näher liegen, als die vorigen. Es ist 
Del AE (A 
und auch 
UU А АЧ. (B 
Ferner ist 
U, = 0, + АҮ, 


Der erste Theil U, kann nach A und der zweite АЧ) kann nach В 
gebildet werden; hiedurch entsteht 
Vale, 
+ AU, + AU, + U, 
= U, +2.20, + АП + U, (С 
Der erste Theil U, kann auch nach B und der zweite Theil A'U, nach 
C gebildet werden; es wird hiedurch 
U SH ата оқы E 
+ AH +2.4 U, + SU, + AU, 
—U,-2.4U,43.A4U , + AU, + a’U, (D 
Ferner ist 


О, == zait, 


ferner ist 


c 
| 
c 
1 
E 
е 


-2 -1 


| 
a 
І 
> 
e 


eben so ist \ 


= U. чә ل‎ b АЛПЫ 
- АЯ), +2.4 U, — AU 


== 0, -3.4'U, +3.4U_, — AU 
Ist die Reihe für U_,_,, gefunden 


ed 
ДЕ 


11-1 
U е Жүз аде 


- Bësch) 
1 


N | ya E v. 


so besteht der Uebergang zu U_, in der Vereinigung der beiden Reihen 


Ue = 10 - АЧ), 


U,—-(n31),. ^U (а-а), AH, = Deal, AU, -...-..... 
- АЧ! +i), AH. Dräi, 2 U, Г...-.... 


wodurch folgende Reihe gewonnen wird 


ıl-ı al-ı 31-1 

n n n 

8) U.zUL--—.-.A4U,-—-. AË es AUS ud ie ва 
pea 


nm 311 


1 


Beide Reihen 7 und 8 sind denselben Gesetzen unterworfen; sie geben 
vereint die Entwickelung eines Gliedes der Haupthorizontalreihe aus Glie- 
dern, welche zur Linken in der Mitte der Horizontal- und der Scheitel- 


reihe liegen. 


op. ep. кй 
5 H. 
SR 
SC Dës 
Ар 
K Se 


Die Glieder U,, und U_, können auch durch Glieder gebildet werden, 
welche der Scheitelreihe näher liegen, als die vorigen. Es ist 
Us mmu. oa SCH. (A 
uud auch 
Ka sall ЖОО. (B 
Ferner ist 


О; = 0, + АУ, 


2 


Der erste Theil U, kann nach A und der zweite АЧ), kann nach В 
gebildet werden; hiedurch entsteht 
Шы = A, 
+ AU, + AH, + SU, 
= U, +2. U, + As. + U, (С 
Der erste Theil U, kann auch nach B und der zweite Theil 4'U, nach 
C gebildet werden; es wird hiedurch 
Vol ум + AU, 
+ AH +2.4 U, OU, + MU, 
= U, oa, AH. 3. AH. + AU, + a’U,, (D 


Ferner ist 
U = U cat, 
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Es ist folglich 


п! e тті 3 au А (ngo " 

9) Паш, 31 DN a ATU A 6 HU, ge, AH 
1 1 
e 1-4 
Тай (n4-2) я 
A te AH 4 ——.4U,.-..... 

1 1 
und 

п" , (n44)' d (ту (ësst 4 
10) UU О, + DO U + = - AH + сс T A U, 


2 m van BEE 


Diese Reihen gelten nicht allein für das bejahte n, sondern auch für 


das verneinte n; denn es ist 


la = ШТ -- ДАП (А, 


SH о - 1 
und 


U, = U, — A'U, + ^U, (В, 


-1 9 
Ferner ist 


U el, - АШУ, 


Dieses Glied U., wird nun auf zwei verschiedene Weisen gebildet, 
und zwar entweder der erste Theil U., nach А, und der zweite Theil АЧ), 


nach В, 


U = U- ^U, 
- AU, А, — AH, 
= U, -2. AH, + U,- AU, (С, 


oder der erste Theil U., nach B, und der zweite Theil AU. nach С, 


U, = U,- AU, + aU, 
, - AU, + 2.4'U, АО, + АЧ), 


Ú, - 2.20, + 3. A'U,, — aU, + AH. (D, 
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Ferner ist nach C, und D, 
U — CIE 2; 
U, = WD, AU, 
- oMÜL-I4'U,-3./U,- aU,- AU, 
= U, -3.AU_,+3.4U, - + U 


„+ aU,-ıU, (E 
und nach D, und E, 


l 
SS 
= 


-4 


U= U, —-2.4'D, -3.4'U,, — AU, + AU, 


= АЧ, ЖАП, -3.A’ U, АП, - AU, + AU, 


= E. = ® 6.А“П, 272 0% КОҢ, Е АЧ), ағ aU., (F, 


Durch ein gleiches Verfahren, welches oben vorgelegt ist, ergeben 


sich folgende Gesetze für die Bildung des Gliedes U : 


cns m Cay: 3 muy 4 
11) U.,= . А U, + T . á Lat ` Í А UL. 
1 1 
(n1) a Бо — 
rm He pmi Era Hp “Пр... 
und 
u) б +1)?" -n41)"^* 
12) U., zu, «t A А U, . ` ep En ` 
і 1 
Gan 5 (-n43)'"* (-n3)*'^ 
vm UT MU, aue ese 


Die obigen Reihen 9 und 10 sind also ganz allgemein, und gelten 
sowohl für das bejahte als verneinte n. Vorzüglich merkwürdig ist bei 
ihnen die ganz besondere Eigenschaft, dass keine der Reihen unendlich 


ist, welche Eigenschaft keine von den Reihen, die in dieser Untersuchung 
vorkommen, besitzt, 
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|4 U. 


А”), 


ША | MU, 


A"U,, 


ст 


Die Glieder U,, und U_, können auch durch Reihen gebildet werden, 
welche auf der rechten Seite in der Mitte der Horizontal- und der Schei- 


telreihe liegen. Wird nämlich in der Gleichung 6 


n?^ 
Use т Сар. 
nach N 3 statt A, gesetzt 
(q-p)"* г 1 (KT 
"0, =, AER ET An. 
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О] 
so entsteht die zusammengesetztere Reihe 


pn"- 1 Ғы p 1 "..-. ( —Dn-4 pl-í 
U, GER >, OZ PCS M EA AU PERS Š 1 SCH V ep, 
welche der Forderung Genüge leistet; ıhr kann eine einfachere Gestalt 
gegeben werden; denn, da der erste Theil verschwindet, so lange q 
kleiner als 2p, und der zweite Theil Null wird, so lange q kleiner als 
2p+1 ist, so ist nach Analysis Seite 207 N. 317 


"uU a „u бор, (pe __ (ap) 
>,(-) UU % TE UN 2plı H 5,(- Di UU Q рыу" Ta 
und 
e sas n? ` (q-p- _ 1 pti: | sf y (n-2p- d 1 ‚риу __@—р-1)°* 

q` Z ps DUO == um 1 DK op)" d i 


Das allgemeine Glied der neuen Reihe ist also 


(n-p-1) 1" un. get 


TE 
таш г gets d Des: 
mithin die Reihe selbst 
1—2 01-1 = (1-1 Anik) 
13) Us NR А u. = ИГ at. ECH, 2I wU, SE 
n-4 ol-ı 1-2 11-1 қ = 21-4 
„u 2 EH ek CE 


Diese Reihe ist ganz allgemein, sie gilt sowohl für das bejahte als 


verneinte n. 


a — — — — D r s —AHyA[ o — — .. 


| A"U,, 


әп 


2 2 
DAGA 


4 
aU 


AU, | 
As 
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Diese Reihe geht in eine andere über, wenn in ihr 
Р ve: p pta 
АРТ), == AU "oe AUUU, 


gesetzt wird, es entsteht folgende: 


ol-1 DER al-ı 3l-ı 
E 
1 1 1 
af si = 11-% 4 п-3 31-і й е.” 31-1 ^ 
Iw. Дам E 3 e EC 
welche auch sowohl für +n als für -n gilt. 
AST. aU, aU, 
Š Ба u, | 
RAK? 
САЯ 
(NÉNG 
d S. 


Aus dieser Untersuchung geht hervor, dass U, durch Reihen gebildet 
werden kann, welche nach jeder Richtung іш Schema hin liegen. 


Stirling hat folgende Reihe gefunden: 


15) U, = AAU, + A AT, + AAU,, 
+ A,AU, + A,ATU + ASU., 
ан AAU, + AGAT + AU, 


+ AA U, 
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a° U 


| ^U, 
A'U,.| A'U, | 
AU. 
AU ДАУ, 


UAM 


АТ. 
А0 KI 
ШИ 


Es bleibt hier dem Leser überlassen, ob er zur Auffindung der Vor- 
zahlen diese oder eine andere Methode wählen, oder ob er noch nach 


andern Richtungen, welche oben angegeben sind, U,, entwickeln will. 


% 9. 


Das Zeichen А zeigt den Uebergang von einer Horizontalreihe zu der 
nächstfolgenden Horizontalreihe an; führen wir für den Uebergang von 
einem Gliede zu dem nächstfolgenden Gliede derselben Horizontalreihe das 
Zeichen П ein, so dass 


a U =. m DU a= U 


9 a 


К. ERE U., ISO. 
und 
DU el a’ ш U EL. sg Use U nz zz 
so können wir alle gefundenen Wahrheiten durch folgende einfache Glei- 
chungen bemerkbar machen 
16) е AUCH. uU 
und 


17) . p*?U = (1 Au 


denn die Gleichungen 1, 2, 4, 5 werden durch das Binomium in gewóhn- 
licher Form dargestellt, die Gleichungen 7 und 8 entspringen aus dem 


Binomium 
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1 П-1 А 
— = 1= = і---- 
D ü n 
oder 
A -n 
18 na uU = \ - 3 U 
) D 
und 
19) о HE U 
0 


die Gleichungen 9 und 11 sind die Entwicklung des Binomiums in fol- 


gender Form: 


20) (ax) = А, ЖА, . х 


10 und 12 in folgender 


235 (x) SR, * À, (X 
1+X/ 
dan nd 
1-х 1-х 
жа: 4 хы. 
+ A, (cx X A. (=) х 
TES, I (=) x! 
TERN 1+X 
+ 
und 13 in folgender Form 
22) (en) = А, (наке + A, (о) 


+ A, (ху + A, (куз 
+ A, fass + A, frais 
+ . ЭЖ 
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und von derselben Form ist die Gleichung 3, welche entsteht, wenn in 
22 gesetzt wird n+1 statt n und durch 14 x gemessen wird. Später bei 
der Theorie der Reihen und bei den wiederholenden Functionen werden 
wir auf diesen Gegenstand wieder zurückkommen. 

Verschieden von diesen Entwickelungen ist jene, welche aus der all- 


gemeinsten Entwickelung des Binomiums 34] 


(а+рх)" = Ea 
n 


n nh aut ты x' 
nh 1 CN (hips 

n (neh) (п-еһ-1) ‚азе ра x° 
n+:h aS 2 Lr Trgu 

n (n+sh) (п+зһ-1) (n+3h-2) жеде pa х? 
-----. . 6 ا‎ 
n+3h m жы (абу 


+ D D D D D . “ . . D D D D D D D D D D 


entspringt, wenn a=b=1, x=“ Aà also a+bx = i+A= р und 


x" 


(а+Ьху* = АҚАУ = AfD U — aU 


-ph 
gesetzt wird; es ist 


3) D'U = U =" ".U 


ji n 9 
n n4-h 
"ME is A'U, 
nah 1 
n (n+2h) (n+2h-1) , 
—. u — . А0, 
nah TET А 


п (пзһ) (n+sh-1) (n+3h-2) M 
n43h DTE X: — 5: 
+ ` . . H . . ` M 


wo h sowohl bejaht als verneint sein kann. 


*) Diese Reihe kann aus der Gleichung 48 Analysis Seite 66 hergeleitet werden. 
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Wird aber a=-ı, bei, x= 
a+bx = - 1 + 0 = A 
und 
x. i T 
= (aE ZUM T 


(a+bx) 


gesetzt, so wird 


24) ZER Ele _.U 
n 
ЗЕРТ am 
к gh: Ze 4 
Gét, Zeg (du (n-2h) (n-2h- 1) CE 
п-2һ Dr : 
a ce (n-3h) (n-3h-1) (n-3h—2) 
nah ' 1 2 3 l 
+ "Ф . ` . . . H 


Zweite Abtheilung. 


UNTERSCHIEDE DER PRODUCTE. 


Statt der Reihe 

s l. ET DER ul U Un, Va, Den M 5 š 
werde die Reihe der Producte 
„кР. (о, PE ONOI REOR, BO. РОГГЕ О: 0, еее 


zu Grunde gelegt, und das Schema aller der Reihen, sowohl jener, welche 
durch Abzählen je zweier auf einander folgenden Glieder entstehen, als auch 
derjenigen Reihen, aus welchen die vorgegebene Reihe durch Abzählen 


je zweier auf einander folgenden Glieder entstanden ist, sei folgendes: 


WWW.rcin.c 
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8 (COD y COD ‚у COD v (COD ELSE e 

SESCH YD v ЕСІ СЕЛ; COD ‚у oa) Ei (707a) у IO 0 

(O ICON .v | OD De CÓ") „5 (“O 
(074) ,у E S [CÓ d) v (OD y 100") ‚+ oa, ү 


Су O '4) ch 


UO A1 e |С0'4) (7074) v Ge EMA OD v 
CO A, OD т [CO A0. e |CO. e (CO. (COD, CO 


di, |CO'd)..v COD. e со) Jay v |704), 9 (Oa. 
CO' Ds CO a), v CO Dv COD к 107074), y 0—4), 9 ( (О ad). 


12, 


(а) ж (04), CÒD, (OD, (фа). 
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Die vorgegebene Reihe mit allen ihren abgeleiteten Reihen kann als 
ein besonderer Fall von der ersteren U,, U,, U,, . . . angesehen werden, 
in so fern ihre Glieder die bestimmte Eigenschaft haben, dass sie Pro- 
ducte sind. Sie kann aber auch zugleich als eine viel allgemeinere Reihe 
betrachtet werden, indem aus ihr die erstere Reihe U, . . .. entspringt, 


2 
wenn einer ihrer Factoren ZEN IE N EEE >. 


gesetzt wird. 


In ersterer Hinsicht, wo sie als eine besondere Reihe erscheint, unter- 
wirft sie sich auch allen Wahrheiten, welche in der ersten Abtheilung 


gefunden worden; es ist nämlich nach N 1 und 2 


= 1- 
ТЫ D = n? 1 


25) A'(P.Q)—P..Q. = тиғ‘ Fan "Man + Zar Para Han 


1 


und 


ıl-ı 21-1 
26) en (p. p e EL Dp Wu < Ne iue PELIS LL „FE 


44% qu 


so wie auch nach 4 und 5 


ıl-ı 21 


ra рех Қалтан G ОЎ... 


D 


27) Pr. Qi (Ре + 


und nach N 7 


ıl-ı 21-і 


28) Pq ж tp, жшше! eo. 


c cu 


sowohl für das +n als - n; und so auch nach den übrigen Reihen . . .. 


In allen diesen Wahrheiten kommen P und Q immer vercint mit den- 
selben Stellenzahlen vor; der Zweck dieser Untersuchung ist, sowohl 
A"(P.Q) als auch P,.Q, aus Gliedern zu bilden, welche in den beiden Schemas 


« und (2 nach verschiedenen Richtungen liegen. 


5* 


Zuerst werde in der Gleichung 


Г EE 
ie E == x (-)' tr Paast Un $ ЖО = wl NON T T, 


statt P... die Reihe 


(ET) 
— . (В-8) N 2.4 
Бекет mn ML у Aen EAN 


eingeführt; dadurch entsteht die Reihe 
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81-4 a 
u О O Аво, 


oder, weil 

p^ 1 (ns) 1 pb (nh) 1 

qur CT ra E 
die Reihe 

K hl- 1 үйі 
л"(Р.. 02 = >, Ka ч SE? >, (c ene е d ) 
1 
Wird zuletzt nach N 1 
о ПР" " 
>(-) ( = P 94 = à Оо 
gesetzt, so wird 
п! 


oder 


n” n 
29) A (P,. QD = ЖӘР A e AR каш) 
1 1 


Diese Reihe gilt nicht allein für das bejahte sondern auch für das ver- 
neinte n, denn die Reihe N 1, welche hier zu Grunde gelegt ist, ist ganz 


allgemein. 
. 19. 


Dieselbe Reihe lässt sich auch durch ein ganz anderes Verfahren auf- 


suchen. Es ist nämlich 


ae (xg P .®.r Б.О 


a vo 


“ 


А(Р.,02 = TEON =. Р,.0, + Р.О, E EAO 


und, wenn P,.Q, ab- und zugezählt wird 


38 


oder 
30) db EA = P;.4'Qr e a P 
Diese Gleichung enthült das Gesetz, nach welchem die Entwicklung 


von A'(P,.Q)) verfolgt werden soll. 


Wird von dieser Gleichung der Unterschied genommen 
A((P,.Q,) = AË, ATM AP, 0) = aa Q) + (4P,.Q.) 
so müssen die Unterschiede dieser Producte nach der eben erwähnten Vor- 
schrift 30 gebildet werden; 
AP АЗУ Jic ыл Que BO 
АСАР». Ф) = АЗЫ, AM + AA 
wodurch folgende Gleichung entsteht: 
A (P,.Q,) = &ÀP,.4 Q, + 2.4'P,.4'0, + АР AQ 
Der Uebergang von der vorhergehenden zur nachfolgenden Gleichung 


bleibt unverändert; ist 


1-1 21-4 
ap м е) 2e RP АКЕ 2 дар ano, шыл 


и USWEENRS 
0° чо "d o 1 


gewonnen, so entsteht dadurch, wenn jedem Producte A vorgesetzt, und 
nach der Vorschrift 30 
n п-р- 1 n-p p+] Dben-t 
Ka AT Quy АРА a EAT AO 


eingeführt wird, die nächstfolgende Reihe 


= 01-1 A nm i-a _ 
АХР, Ч 0.) = SE “A С 2 aP, 44 02, +‘ Ы. a’P,.a” "UA, ES 
Ex n GEN 
——IAPƏnn- — + en e Ч 
au 1 
oder da 
G= DES - Сауд ~) 1 2 е 


тұнған 7 Kant — PLIN 


1 
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die Reihe 


nii: 


31) ABO) SAB AU. "A Sab: TARTA O, ITE! 

Dass diese Reihe auch für das verneinte n gilt, kann auf folgende 
Weise dargethan werden: In der Gleichung 30, aus welcher die vorste- 
hende Reihe entsprungen ist, werde jedem Producte A”' vorgesetzt; es 
wird, da A" A — A ist, 

=_= 1 - 1 
ЛА MP. , a0 «a p" (hp, 1D.) 


oder wenn 470) statt Q gesetzt wird, 
32) AUN Si Q9 = Р, ` AU о га A AP, * А'0,) 


Nach dem Gesetze, welches diese Gleichung ausspricht, lassen sich 
nun mehrere Gleichungen bilden: 
АҚТ, SOD = өр, АО. E АГ Ыр uA 
=s (PC TO — — АР, AMO, АЗАТ мә 
+ A CAE AM СОР АЗ Ltr (4P, aa) 
== AC. A О АСҚАР ТЕЛ? 
welche durch Zuzählen folgende Reihe erzeugen: 


АР, ОВ зе), > BAO, то Е а. 


o 
Der Uebergang von А” zu А7 besteht darin, dass jedem Producte 
^" vorgesetzt, und jedes Product nach demselben Gesetze, welches in 
dieser Gleichung liegt, in eine Reihe entwickelt wird, nämlich 
A (P == К Оо - АРЫ e Fr. 
- „AD, AU, ae EE a е^ эз 
+ "AË, AM ene e 


v2 


ІП m 50. OAR A). gab a E. 2, M 


“2 
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Das Verfahren bleibt unverändert, und führt zuletzt zu der allge- 
meinen Gleichung 


Gaz 


nr 


33) 4" (P..Q )—4' P... Q, A 
1 


9 * o9 


1-1 
РА Q + EN А'Р „Ат, +.. 
welche auch in der obigen N 29, die auf einem andern Wege gefunden 


worden, enthalten ist. 


Diese Reihe gibt zuerst Taylor; den speciellen Fall, wenn n = 1 ist, 
gibt, nur in anderer Form, Condorcet in seinem Essaz sur P Application 


de l'4nalyse à la probabilité des décisions p. 163. 


$. 13. 


Die Gleichung 32 ist noch einer andern Umformung fähig: wenn 


nämlich АЗР, statt P und 4'Q_, statt Q gesetzt wird, so geht die Glei- 


GE 


chung 32 über in 
34) КҮР. тамса А Б 50. 0 
Nach dieser Gleichung können mehrere gebildet werden: 
AE 09) == EPI (A EMO) 
(1-р. of Атар ea QU ғазал, 020.) 


қАЗОЗР „о. = + AC, asp. - ACC, OND) 


` = 


Eu P А, 2 CESAR E "pi Ben AU A 


` 


+ . D H ` ` = шр . ` . ` =- . . H . . D 


welche durch Zuzühlen zu folgender Reihe führen: 
EP. OSSA" R O-A Pu 05 АР AO, AP AO, tn: 


Auf gleiche Weise wie im vorigen $. wird diese Wahrheit zu einer 


grüsseren Allgemeinheit erhoben; die Reihe, die entsteht, ist 
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39) aP Q )——4"P,.Q RSR AT" BAH ee E дар А0. 


"Si e `x 2-1 "EU 


welche auch schon in der allgemeinen Gleichung 31 enthalten ist; denn 


sie entsteht, wenn in jener das letzte Glied zu dem ersten gemacht und 


—n statt n gesetzt wird. 


% 14, 


Die sámmtlichen hier gefundenen Wahrheiten entspringen aus dem 


Binomium, und es ist, wenn sich I,» 4, auf den Factor P, und n, , 4, 


auf Q beziehen, nach N 25 und 26 


36) A'(P.Q) = (0n,0,—1) РО 
und nach 27 und 28 


37) GRQ: = (ue dE» ТО 


und da 

An =0,0,-1= (1+4,) (14A) -1 = АА +A ЖА = A (A F1) TA = 4,0,+4 
so ist 

38) - А“ (Р.О) = (40, + A PQ 


welches auch mit den Reihen 29, 31, 33, 35 übereinstimmt, 


L 15. 


Ausser diesen allgemeinen Reihen, welche für jedes n gelten, lassen 
sich für ein bestimmtes n und zwar für n = - 1 besondere Reihen ent- 


wickeln. Das Verfahren ist ganz eigenthümlicher Art, und besteht in 
Folgendem. Es sei 
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gleich einem Producte, wovon ein Factor P, angenommen und der an- 


dere Factor A gesucht wird. Wird А7 durch 4' aufgehoben, so ist nach 30 
P.Q = A(A. P) = А.АР  AA.P, 
Es wird 
mt 
А == AP +B 


angenommen, und B bestimmt durch die Gleichung 


o = BP Ps (pr) + Рав 
Р 
Es wird 
gol Р.О 
E BR 4 | АРЫ 


angenommen, und C bestimmt durch die Gleichung 


Р, Р.О 
o = C.P — P.. dE? (C) Pac 


Ferner wird 
Br P. Я (e d = 
DE ө La sall Tad 


angenommen, und D bestimmt durch die Gleichung 


Р Р P.Q 
E wes Ero m салла АЗ | ЕСЕ Р." 
б SE Ap e P, d E ТЕЗЕ An 
Wird wieder 


Р Р Р Р.О 
= = Fr, . 18818 a — » A 
d AP E E E E: E E ))) ° Ge 
angenommen, so ist E durch eine neue Gleichung zu bestimmen. 


Gleichungen, durch welche A, B, C, D, Е,.... bestimmt werden, 


befolgen ein gemeinsames Gesetz, und erzeugen folgende Reihe: 


Die 


39) а" Р.09) = Pl =. 


Diese Reihe würde Euler (Differentialrechnung 2r Th. 7s Cap. 
$. 190 —196, Uebersetzung Seite 223 — 229) durch sein Verfahren 
erhalten haben, wenn er die Idee der Annäherung nicht zu Grunde ge- 


legt hätte. Die folgenden Reihen erscheinen hier zuerst. 


į. 16. 


Die Gestalt der Reihe hängt von der Gestalt der Gleichung ab, welche 
unmittelbar aus der Grundgleichung 
АЕ ОБО) = BYA 
hergeleitet wird. Wird, nachdem 4^ durch 4' aufgehoben ist, der Glei- 
chung folgende Gestalt gegeben 
Р.Ош А(Р.А) == P.AAÀ + AP.A, 
so wird auch, obgleich das Verfahren der Herleitung dasselbe bleibt, die 


daraus entspringende Reihe eine andere Gestalt gewinnen. Wird 


n. 
N Ne 


4d 


also 


p OF 
| = 


angenommen, so wird B bestimmt durch die Gleichung 


6 == Pap le + AP.B 
АР 


wé 


und wird 
P 70 
Bip ا‎ CH $ 
also 
— _ P? P 20. 
Ec m ДТ, ) Са 


angenommen, so wird C bestimmt durch die Gleichung 
Р Pan. A 
E 2 BEN дейс ча 
SSC, dÉ | <р |І esc 


Wird ferner 


also Й 


gesetzt, so wird D wieder durch eine Gleichung bestimmt, welche die- 
selbe Gestalt hat, als die vorigen fürB und С. Der Uebergang vom vor- 
hergehenden zum folgenden befolgt сіп unveränderliches Gesetz, woraus 


folgende Reihe hervorgeht: 


0 
40) a (P.Q) = Pl 
АР, 
E A bs 0. 
лр (P. | 
P. p: p we 
PLAT M та АР | 


һ 17. 
Diese beiden Reihen sind aus der Gleichung 
A (b Dn, = MEE 
entsprungen. Wird statt dieser die Gleichung 
A лу = AN 


zu Grunde gelegt, so ergeben sich durch ein gleiches Verfahren zwei an- 
dere Reihen. 


Durch das Aufheben des А7* vermittelst A^ entsteht die Gleichung 
EPO = RE N Жар E АА ATP, 
Wird 
A=0+B 
angenommen, so wird B bestimmt durch die Gleichung 
o = B.P + л0.А7Р, + aB.a”P, 
Die Annahme von 


zieht die Gleichung 


o = C.P - ота 10) + AC. ATP, 


nach sich; die Annahme von 


die Gleichung 


ол П.Р«АФР,.А Kä A De 


und die Annahme von 


АСР AT STE 
Ee = Gd МА «ls 
D p | Б | Gef ) Е 


eine ähnliche Gleichung nach sich. Die Rechnung behält den einmal 


angenommenen Charakter, und die Reihe, welche sie erzeugt, ist 


205 0), = хр 479 
Жо; 
[Р 
др ' P 
' AO 
Set d P | 


! 
- 
L 
WÉI 
v 
— 
- 
Fe - 
"3 
> Lë 
г: % 
т 
"ы 
G 
Е 
> 
— KT 
—Á 


+ 
rel "` 
"d 
— ЕЕ 
er 
WEI 
> 
- Em 
- a 
"9 
> 
=| 2 
m 
© 
— 
m 
— T 
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% 18. 


Eine zweite Reihe entsteht, wenn der ersten Gleichung eine andere 


Gestalt gegeben wird; denn wird 


174 AARE. ANIS IP ar PU, 


gesetzt, so entsteht durch die Annahme von 


A=0+B 


oder 


А =Q. +B. 
die Gleichung 


0 = P.P + a"P.ıQ, + АЗР.АВ., 
durch die Annahme von 


aP 
B=- SEC. „АО. +С 
oder 
Б., Fr un + v. 


-і 


die Gleichung 


gz sp = АВГА ES .40..| *OAUP.aC, 


und durch die Annahme von 


oder 
A "Pp. 
yu m 140, | * D. 


die Gleichung 


Жел 25 \ 
o = DP + "Eeleren + AUP.AD., 


u.s. w. Die Reihe, welche hiedurch erzeugt wird, ist 


Сәер 
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42) ХҚР.О)ша?Р. | +0, 


ES 


= P 512% 
AY РЬ, SEN \ 
+ P. VA | P. 50.) 
GE ADEM /A"P., 
» d Із ТҮЗ) 


Andere Reihen entstehen, wenn 


РО 4 p in $. 15 


AA = Q + B m $. 16 


y == NM + B in $. 17 und 
ARE, 


АРЫҚ 18 
АР 


gesetzt werden. 
20. 


In besonderen Fällen erhalten diese Reihen eine einfachere Gestalt; 
ist z.B. 
СаО =0Ф NOS Dum H 


so wird aus N. 39 


und aus N. 40 
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С 
waw —araa 


Dritte Abtheilung. 


UNTERSCHIEDE AUF GLEICHE WEISE GEBILDETER 
FUNCTIONEN. 


Zerlegen der Unterschiede in Factoren überhaupt. 


k 2f 


Die Untersuchung, welche in den beiden ersten Abtheilungen in der 
grössten Allgemeinheit erhalten wurde, gehe jetzt über zu Functionen, 
die auf gleiche Weise gebildet sind, und sich nur durch verschiedene 
Grundgrössen unterscheiden. Diese sind, wie bekannt, die Grundlage 
der Differentialrechnung; aber bevor wir zu dieser merkwürdigen Rech- 
nung übergehen, wollen wir diese Functionen einer Untersuchung unter- 


werfen, welche bisher die Mathematiker ganz übergangen haben. 

Der Gegenstand der Untersuchung ist die Reihe 
2.. fx, f(x-sh), f(x-h), fx, Қх-Һ), f(xe2b), f(x+3h) , ... 
oder, wenn die Zunahme der Grundgrósse durch 4 x bezeichnet wird 


ehr), Kx- 14x), fx, fox Ax), Гх«зах),... 
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Die Untersuchung bleibt nicht bei dem einzelnen Falle stehen, wo 
die Function nur aus einer Grundgrösse gebildet wird; sie dehnt sich 
auf Funetionen von mehreren Grundgrössen aus, als 
.. f(x AK ,2,—24%,), Қх,-Ах,х,-Ах)), хх), Қх,жах,,х,жАх),... 
und 
...Қх,-Ах,х,-Ах,х,-ах), Қх,х,,х,), Қх,жАх,,х,жах, х,ках),... 
u. S. w. 

Wird die Zunahme der Grundgrösse durch H angekündigt, so ist 
die Bezeichnung der Glieder der Hauptreihe folgende: 

o ШЕ, о, ИО Er fr MEN o У 
und sind in der Function mehrere Grundgrössen, 

" 29 6 » -i #1 - 1 1 5 з згу 

= 0 кі HRH x. 3), ü E Dr fo, Ns); D х1 Шри 124,28) D,, D Has ai vog 
oder auch 


ve RR о, БЕВ х). E a 


und so auch, wenn mehrere Grundsrössen vorhanden sind. 


re 


ў. 99 


Der Unterschied f(x + h) — fx lässt sich immer in zwei Factoren 
zerlegen, wovon der eine Factor h die Zunahme von der Grundgrösse 


x, und der andere Factor eine Function von x und h ist, so dass 


A, f = CAES 
45) мх = Kuh) аш h oder = Se _ -Ax oded afx Ах 
h АХ Ах 


Diese Behauptung bewährt sich bei allen einfachen Functionen, deren 
Begriffe die Analysis entwickelt hat, und auch bei allen Functionen ‚welche 
aus diesen einfachen Functionen zusammen gesetzt sind. 

Diese Wahrheit ist die Grundlage dieser Untersuchung über Unter- 


schiede und der spätern über Differentiale, oder vielmehr die ganze 


- 
7 € 
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Untersuchung besteht in einem stäten Zerlegen der Unterschiede in zwei 
Factoren, wovon immer ein Factor die Zunahme der Grundgrösse ist. 
Dei einer Grundgrösse und bei einer einfachen Function ist dieses 
Zerlegen des Unterschiedes in Factoren keinen Schwierigkeiten unter- 
worfen. Kommen aber mehrere Grundgrössen, sogar doppelte, drei und 
mehrfache Functionen, oder Functionen von Functionen vor, so sind bei 
diesem Zerlegen іп Factoren gewisse Gesetze zu befolgen. Unsere Auf- 


gabe besteht jetzt darin: 
а) dass wir die Gesetze oder Vorschriften aufsuchen, welche angeben, 
wie ein oder wie mehrere Geschäfte auszuführen sind, 
ß) dass wir untersuchen, ob vorgeschriebene Geschäfte in einer an- 
dern Ordnung vorgenommen, und 


y) ob sie sogar durch andere Geschäfte ersetzt werden können. 


Ж. 


Wenn die Function zwei oder mehrere Grundgrössen x, У,... 
enthült, und wenn von ihr zuerst der Unterschied in Hinsicht x und 
dann in Hinsicht y genommen werden soll, so sind die Geschäfte und die 
Zeichen folgende. 

Der Unterschied in Hinsicht x ist 

f(x ax, y) - f(x, y) 


wird hierin der Factor Ах gesondert, 


f(x 4008 y) RES 
дас 


so muss, wenn in diesem у um Ay wächst, Vorstehendes abgezühlt, und 


der Factor Ay gesondert werden 


Цх--ах,уғау,- fix,yeay) ¿< _ HN N) ,, 
ЖЕ + = Er. iere р 
Ay ç 


oder in Zeichen 


(41% у) Se 


y] AX 
Ay 


wo das Ganze durch P vorgestellt wird. 


x 


\ 
ЖҮЗ 


Da das Abzühlen, Vervielfachen und Messen іп willkührlicher Ord- 
nung vorgenommen werden können, so kann auch bei den Geschäften, 


welche durch P vorgestellt sind, folgende Ordnung gewühlt werden 


f(x + ax, y + Ay) — f(x, y + Ay) - f(x + AX,y) + fix, y) 


Ax Ay. P 
Ах. Ay 


oder auch folgende: 


Ix+am, y+ay) — Қхжах,у) LE аш. ا‎ 
Ay i Ay 4 
АХ 


oder in andern Zeichen dargestellt 


A f(x Ах, y) NES y) 


åy = ау 
т. 2а AN ЕТІ 
AX | ü. 
oder 
(% f(x, у) - | 
x | А - > LI 
у ‚ ж P 
AX 
Гв ıst also 
A f X у A. f(x,y) 
6.55.4 7 [56 --..ау) 
У AX AY 
d „Ку == = ‚Ах 
Ay Ах 


Ойег in Worten: Bei dem Zerlegen der Unterschiede in 
Factoren ist es gleichgültig, ob zuerst der Unterschied in 
Hinsicht x und dann in Hinsicht y, oder zuerst in Hinsicht y 
und dann in Hinsichtx genommen wird. Wir wollen diese Wahr- 


heit durch folgende Zeichen festhalten: 
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> g^ хо) Амт. == Zeie ШЕИ (Уй Ay OK 
Ay .AX AX. Ay 


Diese Wahrheit ist ganz allgemein, und erstreckt sich auf jede An- 


zahl veränderlicher Grundgrössen. 


б. 24 


Diese Freiheit in der Wahl der Ordnung der Geschäfte musste vor 
allem festgestellt werden, denn sie bringt Beweglichkeit und Leben in die 
Untersuchung, welche ohne sie bald in einigen unabänderlichen Vor- 


schriften erstarren würde. 
Diese Aufeinanderfolge der Geschäfte ist nicht zu verwechseln mit dem 


Falle, wo in Hinsicht der beiden Grundgrössen x und y zu gleicher Zeit 
der Unterschied genommen, oder was dasselbe ist, wenn x und y zu 


gleicher Zeit wachsen, und davon die ursprüngliche Function abgezählt, 
und wenn dann dieser Unterschied 
Af(x, y) = f(x + ax, y+ Ay) — f(x, y) 
in Factoren zerlegt werden soll. 
Bei dieser Zerlegung ist eine Hülfsgrösse f(x, y + ау) nothwendig, 
wird diese zu und abgezählt / 
Af(x, у) = f(x+4x, y+ay) — f(x, y + ay) + Қх,ужау)- f(x, y) 


so ist eine Trennung des Factors Ах und Ay möglich, nämlich: 


A. f(x, yv Ay) а 252 40 Lio 


47) Ж х,у) = z A 


Dieses Resultat ist in zweifacher Beziehung zu beachten; erstens 
dass der Unterschied auch theilweise, nämlich zuerst bei f(x, y + Ay) 
in Hinsicht x und dann bei f(x,y) in Hinsicht y genommen, und 
zweitens, dass durch dieses theilweise Verfahren eine Trennung der 


Factoren bewirkt werden kann. 
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Wäre f(x + ax, y) zu- und abgezählt, so würde 


a хало y) gy p у) ue 


48) af y) = D S 


entstanden sein, welches von dem vorigen nicht verschieden ist. 


& 95. 


Ehe wir zu Functionen mehrerer veränderlicher Grundgrössen über- 
gehen, verfolgen wir vorerst die höheren Unterschiede der Function mit 


zweien veränderlichen Grundgrüóssen. Der zweite Unterschied ist eigent- 


lich nach 1 der ersten Abtheilung 
А f(x, y) == f(x + ох, y e24y) = 2f(x-eax, yay) + fox y) 


Da aber die Trennung der Factoren Ах und Ay sowohl bei dem 
A’ und noch mehr bei 4, ... A grosse Weitläufigkeiten veranlassen 
würde, so wählen wir einen andern Weg; wir nehmen den Unterschied 


von dem ersten Unterschiede, und erhalten dadurch 


A Tex Sw)" cm д exe cp + zen, (0 
Ах | лу | 
Hiebei müssen wir die Vorschrift befolgen, welche die Gleichung 


47 angiebt, nämlich y um Ay wachsen lassen, und in Hinsicht x den 
Unterschied nelımen 


(жашы (I, E 

АХ d \ Ay 4 

—————————— Een I e AE 
АХ Ах 


oder 


A f(x, у+2лу) “аху + a) e 


Ах 
(Ах)! Ay Ах, 


und dann wieder von der ungeünderten Function Q den Unterschied in 
Hinsicht y nehmen 
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" EB e AC, 16 5 = 
АХ жє. Ay " 
Ay SEH Ay гау 
оЧег 
Eu) SAx.Ay I GREEN (syy 
SX. AN (4 EC S 


und zuletzt alles durch Zuzühlen vereinigen; es entsteht, da nach 46 


A'f(x, y + Ay) у “= Ах, у+ Ay) 
Ay.AX AX. Ay 


. AX. AN 


die Gleichung 


eh CS er 1240) (ay 
1y 


< Жат Ах .лу 

worin die Trennung der Factoren ax und Ay vollendet ist. Der Ueber- 
gang von dem vorhergehenden zum nächsten Unterschiede besteht über- 
haupt in Folgendem. Ist der (n-1)te Unterschied gefunden 


AC IG SEH (n-1) Ay) (ахуе 
CI STI zu 


D d f(x "o 


А (па А°°'{(х,у+(п—)лу) (Ax)""*. (лу)' 


"Or E nae 
+ 
(п—! jm AC Ч(х,у+(п—-р-1)лу) (ax) (ауу 
Sek Сау Deeg 
+ . 
G-A ға жау) u 
accom. ue . (Ay) 


so wird von jedem Theile der vorstehenden Gleichung der Unterschied 
in Hinsisht x und y nach der Vorschrift 47 genommen; nach dieser ist 


М(х,у+(т-р)лу). Ах+ af(x,y+(n=p-1)4y) Ay 


Af(x,y-(n-p-1)4y) = ix 47 
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also 


[A xy HADDAD rr ray A х,у +(n-pPJAyY) , rio 
Мел зш о? Қ y) | (кх (лу)? " (Ах) (ау; 
„Ку + (а-р-1!)лу). 

КОЗА (ay 


Wird nun in dieser Gleichung p — o, 1, 2, 


( KE (ауу" D 


va п—1 gesetzt, so 
entsteht eine Reihe, deren allgemeines Glied 


— = (n1) "1 А х,у+(п-)лу) 


KAS Ау 
que тЫ d (Аху"” (ауу ( х) Ау ) 
DER Dn 5 pepe —8)AV , "m sâ 
EN 1 EET 
1 (ax). (Ay) 
ist; die Reihe selbst ist 
ol-ı n 
зу бу) к= D. ee EH 
(e (ах)" 
11-1 u-ı ,ı Р = 
di n к ж; Аз (x,y + (п-1) АУ) (ах) '. (ay)' 
qe (Ax) ak 


„al АА (х,у + (2) ау) 


U e WEN SRE: ZK 
m (ax). (лу)? iN ) (37% 
RT АЗЫ у) ‚ (Ах)°, (ауу) 


WE (Ay) 


In dieser Gleichung ist die Trennung der Factoren vollendet; soll 


diese nicht vorgenommen werden, so sind die Zeichen folgende: 


DICH 


51) A" f(x,y) = tay + nay). 
pit ed ғ 
ыту лтты (х,у + (n-1) Ay) 
+ LU LJ ` е a 


+ —ш—.5,5‚ f(x,y) 
1 


oder auch 


CO 
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f; OE E mni n"! 
, u эы п т 1-1 1 n-1 п-2 „2 n-2 
52) À (х,у) —3 Er ‚A, 8, ü; + "mn . À, A, 0, + Op . À, A; D p." 


al 
ур + Ze CDI f(x,y) 
1 


53) а (куу) = (а, D, жа, f(x, y) 


% 26. 


Wir gehen zu einer Function mehrerer veränderlicher Grundgrössen 
X, X, х,,..., X, über, welche sich zu gleicher Zeit verändern, 
vorgestellt durch 
ji Ex. 7772”. 
und nehmen hievon den Unterschied 


A Ex. xus ЗЫ ec y Mte o. sos cote ax A E x.) 


Wir wollen dieses Geschäft theilweise vornehmen, und zählen dess- 


halb mehrere Hülfsgrüssen zu und ab, wodurch der Werth des Ganzen 


nicht gestórt wird, nümlich: 


АҚЫ X. озуу. к= 
= f(x HAN X TAX Ж.Д. дахі) f(x, x, AX, X, HAX, ce Xm + Ах) 
ee холу у dex) e ххх Er кх, 


+ Të, FAR XH AX —f(x,, х,, X, X Moro X. + AX.) 


+ `. H H H H . . . . Li * — H Lé H ` . ` D H H H . . $ 


+ iW d ss ud х,, TE Xx, TEEN жо хб. S 


mei? 


Durch Trennung der Factoren erhalten wir-die Gleichung 
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UK ,Х% Жаз. X. FAX sa AS 
54) SS e == ( 12 2 22 3 323 3 т MÀ ix. 
AX, к 
MEXX, хы Аас а, a SC ЖТ 
+ 1 ex 3 3 S m m Ах, 
Ах, 
du а x, х,, X, a AX, 2 to um X. bé Ax.) Ах 
Ах, 
+ о еж 5 о s о 6 о Б 5 A 
EL DE E E DIR 
Ах - 
Р 
+ . . “ D . . . D a D LJ D . . - 
nee t 9 —— 
"ONE кет 
os GENUC ONSE Oe و‎ 
AX, m 


welche zeigt, wie zu verfahren ist, wenn der oben bemerkte Unterschied 
theilweise genommen werden soll, und wenn zugleich die Factoren Ax, , 


AX, , , . . Ах, gesondert sein sollen. *) 


Der zweite Unterschied von Ғ(ҡ,,..., х„) wird eben so aus dem 


ersten Unterschiede gebildet, wie der erste Unterschied aus der ursprüng- 


lichen Function selbst; wir finden allgemein, dass 


%) Die Formel, welche Wronski in seiner Philosophie der Mathematik Seite 116 gibt, 


ist unrichtig, denn nach ihm soll sein, wenn 


PUE X x.) mm + 
gesetzt wird, 


А f | Af 
AME CX ох Ye 3 = E A x, hr CG А х, +° dl Б Ku 
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REN 
99) AGNES Жз L... x.) rz 


A^ f(x, X J1.Ax,, X d2.Ax, әх, t d(m-1).Ax,) 


5» Nx. (ax ss. (ax (ах), (ax ,)".... (3x, )"" 


wo ai, »2, . =, vm alle mögliche Werthe о, 1, 2, 3, ....., n er- 
halten, jedoch so, dass 


21 + vy2 + ›3 +... zk ут — n 


und 


> 
| 


уі 
9.2 Jd 4 y2 
da = 51 + v2 + v8 


D ` ` . . . * D * 


d(m-1) = уі + v2 + y3 +.... + у(їш-1) 
Die Gründe für diese Gesetze liegen in 54; ihre Entwicklung soll hier 
dem Leser überlassen bleiben. 
Ist z. В. п = 2, und m = 4 


о Sal Ж y2 + уз ж v4 und 


0 0 0 о ا‎ о Wd? 3.0, 22-44 
0 0 1 1 0 0 1 
0 0 2 0 0 0 2 
0 1 0 1 0 1 1 
0 1 f 0 0 1 2 
0 2 0 0 0 2 2 
1 0 0 1 1 1 1 
1 0 1 0 1 1 2 
1 1 0 0 1 2 2 
2 0 0 0 D g 2 


und also 
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А ВСВ ха хд 
И. “з. тү. ж) ау 


1° ‚(dx,) 


М SES + Ax ,) Р бг 


TES np E E 


. ‚Ах, „АХ, 


a "1 T X,, X, + 2AX,) 


+ С, 
ч; (Ах) 
a АЧ RR „ix AER и” 
dea T Ke LETS - $ 
A A f(x, NR. х,+Ах,,Х, захи A^ 
T form AX, E5 
^ МИС, х X. AX ,QX oe 20] (ах )' 
pe ce n š 
3 D 
"E (x, , x +AX,, X,--AX, , X,-AX,) nm 
ms. Ne ü m E 
2 e 
+ à un xam, = O A fs, 
1 
ua Ах, .АХ, 
2 
z o pA X,F2AX,,X,+2AX,) Ах, A5. 
ТАША AR 
+ 


AIS. X 42AX,, X,+2AX,, X F2AX,) (ах у | 
T. dec AN / 


NR 


Diese Bildungsweise 55 ist ganz vollständig, denn sie beziehet sich 


auf jedes einzelne Element, 


welches in der Function vorkommt. Wir 


gehen zu einer Bildungsweise über, welche vermeidet, bis zu den ein- 


zelnen Elementen hinabzusteigen, und grösseren Spielraum in Hinsicht 


der ferneren Ausführung gestattet. Es ist 


Afi XD zx! жӘ,.. a A = f(x,, x,,...,X,) 


und wenn die Hülfsgrösse 


х,у... ух, TH: e ....., Hx.) 


zu- und abgezählt wird 
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Se KOSS. x De ER... uM >) 
+ I xp ВХ regen Ben F(x,,...,x,) 

oder in andern Zeichen ° 
s. TA , ga kee 

RE E Ee ek e ai و دو‎ 
wo A, „p den Unterschied von der vorgesetzten Function bedeutet, wenn 
in ihr die p ersten Elemente sich verändern, und a, ,, den Unter- 
schied in Hinsicht der übrigen Elemente; hingegen 3... oder А den 
Unterschied in Hinsicht aller Grundgrössen. 

Wird nach dieser Vorschrift von der vorstehenden Gleichung der 


Unterschied in Hinsicht aller Elemente genommen, und 


Kc қ 
AIS, vz Eug BEZE 08%, SN, (J Mosha... Кї, n K2 П х.) 


Ё ЖТ С DX tto 0х,) 
gesetzt, so wird 
5 2 Е 5 E » 2 - SE 
е GE x.) 
1 1 
к.а, ИЕ: РИ u Kp П х.) 
+ П ТСЕ LT EEE 


Allgemein ergiebt sich auf diesem Wege folgende Bildungsweise: 


n 


т 0 n e - 
58) A E EE А қайдай EECHER П ا‎ ыз D X 
nli и ES £ 
1 . 1 
n-i 1 f pulo a ) 
А алаш ATE. و‎ otio b ü a p+1 2*°*2 m 
= n-ılı „ail: 
1 .1 
E e. e . H H . * LJ . . . H ж . ° . . LJ 
" әле ng 
N ie EE ee x,) 
№ t... +1, = ү 
ds 15 Hie 
T * * * 4 Ы е H H ` . . . + Ы hd • . 
D 0 
` NEE f(x, DURO] > П ТС) D х„) 
Ар ; at 1H 


03 


Summe der Reihen bestehend aus Unterschieden 


verbunden mit willkürlichen Factoren. 


á 28. 


Bevor wir in dieser Untersuchung weiter gehen, wollen wir die 
Unterschiede mit Factoren verbinden, und hiebei eben so verfahren , 
wie es in der neunten Abhandlung meiner Analysis geschehen ist; setzen 
wir nämlich in vorstehender Gleichung n-ı statt n, nehmen von die- 
ser Gleichung den Unterschied A... in Hinsicht der m-p letzten Elemen- 
te, vervielfachen die Gleichung 58 mit a,, und die neue Gleichung mit b,, 


und zühlen beide Gleichungen zusammen, so entsteht die Gleichung 


1 
E п o So me пт“ \ 
99) a. are Sr PR E 0 ×, لاو و‎ XJ 
1 n=1 1 үде Gel. 1-1 
+ + ib) жабы М ымы lët unge Sun D TOE) 0 SN] 


1 төз 3 , TI ..: 
+ (ence elen, gp хы ӘП x) 


аз 0-02 0 


1 9 


- 9 0 
3 аа e eem [Ху х, П Хы: H X.) 


à 1 1 
hl) WU n m .-ı 1 
- 1 E у, EE узе". эга А Nx. ee 


да Bossa MU p+1 o... m 
Bei dieser Reihe wiederholen wir dasselbe Geschäft, setzen n-1 
Statt n, und a, + b, statt а, nehmen von dieser Reihe den Unterschied 
Au, m Vervielfachen die Reihe, welche hiedurch entsteht, mit b, und 


die Reihe 59 mit a, und zählen beide Reihen zusammen; wir erhalten 
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60) (a,+ob,) (a, - ob). а a А 


т в 
Al ai A. nn Кх, П Хы H Xe) 


1 CET * че; ge? 
*(a, +1b,) ато IP А ымы X, D хы, H x.) 


1 n-23 3 т... 1-2 ` 
+ (a, +2b,) (а, A ш UU Wc TC UEM D х вно 0 SC 
Je ... 


1 e - 
ар (а, + nb.) (a, +nb,). OSC ei Bag, f(x, 26 SX UT 2%. П x.) 


` д АҒ. MDR RR) 

= (а, “ob,) (a, + ob,). um 0m 

Ei, ob.) E EEN 
SE 

(a, +ıb)b, r 

-V3 2 

Eé b : 1, - RW Uo e ТІК... 

1 2 г mc 


n-2lı 
1 


Wir setzen wieder in dieser Reihe 
n-1 statt n 
à, 4 b, statt a, 


а, + b, statt a, 


nehmen von der Reihe, welche hiedurch entsteht, den Unterschied 


СР vervielfachen diese Reihe mit b, und die Reihe 60 mit a,, 


und vereinigen beide durch Zuzählen; wir erhalten 


/ 1 п 0 ^ E n u 
61) (a,+0b,)(a,+0b,)(a ,+0b,). nen andern, „СХ D X arr Ll Xa 


1 CET I / А a Dei "=: 
+ (a IB JE, HD, a,b, mm ы а a roD х вно О x.) 


1 n= 3 D ne E 
zb (a,b )(a,+2b,)(a,+2b,) PLIN qut И СИЕТ 0 SZ 1755 П ’x,) 


+ D D H D . ` . D D D D D D D D . . . ` D ` 


i . e 
+ (a,b, )(a,+nb )(a و م ( ادر‎ оох H Kr ^x) 
1954 
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А? m Ағы SEK TS AN 
= (a, + ob,) (a, + ob,) (a, жоһ,) un 3: 


+ (a, + ob.) (а ғоһ) b, |'& A ond Ep ët.) 
nili 
(a, + ib) (a, + ob.) b, : 
(a, + 1b) (a; + ib) b, 
* (a, + ob,) b: b, LCS VN E x, 
Tre le = 
(a, + ib.) b, b, З 
(а, + 2b) b, b, 
AC" A" f (x x ) 
“. h hb ü! 1,9 Pelz eso m 49354-35 sn 
= ici Ai "m 


Das gleiche Verfalhren führt zu folgender Reihe 


62) (a,+0b,)(a,+0b,)(a,+0b,)(a,+0b,). А. Ара (Ханох Ku Dx.) ` 


SEN 4 qp 
Aa TEE ps H"'x 
m bee! Pets , 4 ы m 
+(a,+1b Ya,+1b,)(a,+1b,)(a,+1b,). Fr ` i 1 r x 
+ . Ф . LJ . . - * Li . ` * . * . » *. . . . s H ° . 


9 n 6.” D 
+(a,+nb,)(a,+nb,)(a,+nb,)(a,+nb,). Ааваа Ü ХП Xj 


1 .1 


= (a,+ob,)(a,+0b,)(a,+0b,)(a,+0b,). beten FOG ery X.) 
1 1 


+a, + о}, |а, + ob, |a, + ob | b, Q^ SIE T 


a, з 1b, |a, + ob, ја, + ob, |D, 2 

a, + 1b, ja, + 1b, |а, + оЬ, [| b, 

a, + 1b, |a, + 1b, |а + ıb, |b, 

+ а, + ol, |a, + ob, |b, b d ge on АО 52) 

a, + 1b, |a, + ob, | b, b, ES 
a, + 2b, |a, + ob, | b, b, E 
а ih, |а, + 1b, | b, b, 
а, + 2b, |а, + 1b, |b, Б 
a, + 2b |a, + 2b, |b, b, 


9 
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ЕН» абас ob, | b, b, b, ж АС SG 
а, ++ 1b, | b, b, b, 
а, + 2b, |1, h, Ь, 
а, + 3b | b, b, b, 


n-4 4 
+ b b,b, b ЕО. LES 0) 
1 2 3 А n-3lı 


1 


so wie auch zu der Reihe 


63) (а, + ob,) (a, + 0b,) (a, «01, (a, +0b,) (a, + ob). 


n 0 E n n 
m aoai Aa l GS... эх 1" хз П x) 
7 ші geh — ае 


& (а + 10) (a, ба, + fb.) (а, +10) (a, жа). 


n-t 1 " п-1 — 
MEA AE ek Li m f(x. „ум, П E om un, WS E NM 
ТЕ ER "E e 
+ H D . a > H H D D H ` . . . . . . 8 z d A 0 
+ (a, ub.) (a, +nb,) (a, + nb.) (a, + nb) (a, + nb,). 
o n o. о d 
И ОМ СЕОБА ER Вх.) 
1° 1 4 > 
т o IE 
AE РЕ fix, е9.) 


=a, +0}, a, +ор, [а, ob, | a, +0}, |а, +, а 


+ a; 0b, a, +00, | a, ob, | a, ob, | b, кесенеде SS 
a, +1b, | a, +00, [а, +0b, |a; ғо», | b, TA 
а +1b,| a, +1b, | a, 0b, а, +00, | b, 
a, 4 1b, | a, + 1b, | a, + 1b, | a, + ob, | b, 


a, 1b, | a, + 1b, | a, 1b, |а, +15, | b, 
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ne? 


+a,+0b,ja,+ob,|a,+ob,|b,b, |а" ды Lane! D зе.) 
a, "1b, |а, 40b, |а, +0, | b, b, e 

а, +2], | a; ob, | a, 4- 0b, [.b, b, 

a, * 1b, | a, +10, | a, c ob, | b, b, 

a, 2b, | a, 4 1b, |а, + 0b, | b, b, 

a, +2}, | a, + 2b, | a, e ob, | b, b, 

a, * 1b, | a, 1b, | a, +ib. | b, b, 

а, 42b, | a, +ib | a, +ib | b, b, 

a, * 2b, | a, + 3b, | a, 1b, | b, b, 


à, * 2b, | a, + 2b, | a, +20, | b, b, 


+ a,+ob |а, ob, | b, b, b, UY OE eU SED. 
а,+1Ь, |а, cob. | b, b, b, |. : 
a, * 2b, | a, «ор, | b, b, b, 

a, * 3b, | a, ob, | b, b, b, 
a, 1b, | a, +ib, | b, b, b, 
a, * 2b, | a, +ib | b, b, b, 
a, * 3b, | a, 1b, | b, b, b, 
a, * 2b, | a, +2, | b, b, b, 
a, * 3b, | a, 3b, | b, b, b, 
а, +3Ь, | a, +3b | b, b, b, 
+ „а, ob [bo b B Lam ү КШ, Жы 


loss n Ple. 
з-41) 


a,+ıb, | b,b,b, b, 
a, +2b,| b,b, b,b, 
a,+3b,|b,b,b,b, 
a,+4b,|b,b,b,b, 

+ b b, b, b, b. ү SEN А Poar Ex,» Xa) 


u-$5li 


1 


Dë 
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Die Vorzahlen sind aus dreifach in einander verschlungenen geordne- 


ten Verbindungen mit und auch ohne Wiederholungen zusammengesetzt ; 


die Vorzahl von A**., Au hat folgende Verbindungen: 
aaa 
und b) b b b und die Vorzahlen von b b b sind 
345 12 000 
245 d 100 
145 2 3 200 
235 14 110 
135 2 4 210 
i 25 34 2, 90/0 
234 1 5 111 
1277 2 211 
124 35 221 
123 45 222 
A B С 
und in der Vorzahl von AT" Аф im kommen folgende Verbindungen 
vor: 
аа 
und bb p] b b und die Vorzahlen von b b sind 
45 17 245 00 
3 5 124 10 
25 134 20 
15 234 30 
34 125 11 
e 
24 135 21 
1 4 2 8 5 3 1 
23 145 222 
13 245 32 
12 345 ab 
A B С 
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Bei den geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen wird mit 
dem höchsten Elemente und bei jenen mit Wiederholungen mit dem 
niedrigsten Elemente angefangen, und zwar 

bei A oben zur Rechten 
bei B unten zur Rechten und e 
bei C oben zur Rechten. 

Diese Ordnung ist nicht gleichgültig. Die Grössen a und b sind 
ganz willkührlich, sie können sogar Functionen von x und y sein. 

Das allgemeine Gesetz für die Bildung der Vorzahlen ergibt sich auf 


folgende Weise: es sei 


64) (a,+qb,) (a,+gb,) (a,+qgb,) TE (a,„+gb,) = (a, +q b), 


und 


65) (а, + о). ЖЕТТЕН к. ES 


48 ' az 
а= 1 п-і KA 
+ (a + 1b ) poc NES NS х ӘП x.) 
í 1/m" 45-111 "mr 
+ . . LI ° ` - 8 . LI ` . . . *. ` . . . . H * 
AE. AS f(x ж. vp] Joe пе 
Fr KA Ra otto X, 2**5 
+ (a, Gr qb ),.. : s En = Ran o E n) 
“а . . . . D e D . D D Е ` . . D D D ` a 
9 п 0 9 
i ee EO ess x, П Xll x.) 
+ а + DI) SE 
4 1am mn sli 
. 1 
п o 
= A Аталы басса Ху, SSO 
est de E weg ЫРААС 
n-ı ' e = 
E A AM oen ees, Ee ы” 
(туд) ° Багет го 
А A 7а. UU DICAS 
(m,2) qain 
+ . ` э . D е ` . ` *. . . 
> n-m та 
c5 À SR Ый... X,,.. Хх.) 
" bann) ° 1 
ДЕ ОПЕ 
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Wird nun nach dem obigen Verfahren 


п-і statt n 
а, + b, statt a, 


a, + b, statt a, 


a, + b, statt a; 


Rt 


А? statt А 


(m, un, 


gesetzt, von der neuen Reihe der Unterschied A genommen, diese 


ptio 4m 9 
Reihe mit b,,, und die Reihe 65 mit a,,, vervielfacht, und werden beide 
Reihen zusammengezühlt, so ergibt sich folgende allgemeine zurücklau- 


fende Bildungsweise: 


66) A. A, == SL Ax 
A eec — Bison A + bs S nis 
А5; — ал Ne sh p! АШ 
A = anm _ ar b... At z 
Ае, ger = b... Р AM 
wo A. aus AÁ... entspringt, wenn in diesem a, + b,, a, + b,, 


a, + Б,..., a, «В, statt a,, a,,..., a, gesetzt wird. 


Һ 29. 


о 
| 


„== аа, =а+}ф, а = а+ 2Ь,.., а, =a+(m-ı)b 
und 
bean. bb 


so ergibt sich aus der zurücklaufenden Bildungsweise 66 folgende Glei- 
chung 


71 


0 
7 gm , pennen Xp BD Koso D7x,) 
67) a Т DER 


age пал nei 
+ (а уче. A. Arena STI MAE TEE E х„) 


EU e 
3 "ES na 
Ж. f(x,,...,x,,D je Dx) 
ap (a + 2b)" rer E re, 25 . 
1 .1 
+ ез o D D H D D D a . D . D 


2 
+ (а+ nb)", Am. toU E Пе хы ӘП ES! 


T 1 geli 
© 9 
LI mlb p? [HC Mo 
— а D . Ke ТТ йш.  ; 
1 
1-4 2-і D 
“ А бе... ж 
W SH . (a T by pil V UN ` Anm 22 A: ы : =) 
OT n-3 1 f 
m m-21b 2 А mm o А, mee à (хз) 
‚р (а + aby, pa, iata ae CE nu) 
+ . . . H H a H . 11 . т . 5.4 . . Ф в . е 
ml- n-m m 
m A A Dr) 
+ .(ae-mby,p*, Zum rr, AEG : 2 
Ist aber 
a, = а, =a =... „+ =a, =a 


und 


b, =b, =b,=....= b, =b 
so ist 


72 


A" p " 
68) у Ee n рН Kar, П X, 
nli ie үл 7  — 
1 SEH 
ums ' Yo cA Säi 
ne 1° 
tb š H У 5, E 3 . H . . e. D D D D D ` е D D D 
0 D б 4 
+ (адий E „Ойы: en ДШ x,) 
+ 011 nli 
1 . Í 
n o 
= A 2 A, scam блім Жұ»... 3 Хы) 
(m,9) a 
1 
Dat 1 
T A D CL ans S9 °°° X, 
n, 1) am li e 
1 
Ga Wu Т uw И у „+ C. = 
„nm m 2 
vos A d И Г РОСТЕ) 
Wi KC Пла 3 ч 


und die zurücklaufende Bildungsweise dieser Vorzahlen 


69) , A =a. À éi . el së 


E "Um (m-1,7 


Diese lässt sich in eine andere verwandeln , wenn 


пй == ал! 40 q ou, qoM Шр озб сооз о о © 


und 
Da =” و‎ = H 
gesetzt, und die dadurch entstehenden Gleichungen zusammengezählt 


werden; es ensteht die Gleichung 


ай та... m-q , meqei ` meg=? a D H 
(RT Mex (а MS E ыы ота e NA 


nach welcher sich die Vorzahlen obiger Reihe leicht finden lassen, denn 


wird. 
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75 a" = ß (a, m), 
a”, @(a+b,o) pa". 2(а+Ы,1) +a". 2(а+р, 2) +..+a°.ß(a+b,m-1) =ß(a,m-ı), 


a™-?, (а-Һ,о) xa". Elarb,ı) +a" *. Bla+b,2),+..+2°.8(a+b,m-2) —ß%(a,m-2), 


а", @(a+b,o),_,+a "7". £(axcb,1), Aa", [(а+Ъ, 2), ‚+...+а°.2(а+р,т-р) „== 
Pla,m-p), 
gesetzt, so ist 
72) A SD COED). 
Ай. SPD .Pl(am-ı), 
= b'. В (а-ә), 
Де о КО (a,m-q), 
Es entstehen hiedurch die geordneten Verbindungen mit Wiederho- 


lungen aus den Elementen a--ob, a +ib, a + 2b, a + 3b,...., so dass 


u ° n n 
735 ap Arm nid e S x A X 239925 О x.) 
WÉI nli ol: 
к 
n-1 * = net =з 
& (ax Mrd SS x, Dx. ‚... =; 
= u-ili „ala 
1 .1 
+ ` . H . * . . . LJ . * . . . . . ` ` H . ` 
° x ° ° 
i DE Мете CTUM XA SV. roa 
, ы olı ПШ  — ---- -. 
1. Wet 
n 2 
= [а + ob] pe Bam Beet و۶ وک وی‎ X) 
qu 
Set 1 
+ [a+ob, а+ Ыр bi eng ы ан (Ж). Хх.) 
— 
Be? 2 
+[а+оЬ, a4 1b, aD EE 
je 
bé c REP COM 2 05 ж к Жы o 2. 
"m v Ў: > 
+ [a+0b, a+ 1b,.,asmbm pm Bı... дуз... FO, Ru) 
n-mla 


1 


10 
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Unterschiede der Functionen von Functionen 


f. 31. 


Wir gehen zu Functionen von Functionen über, und zerlegen ihre 
Unterschiede, welche durch die Zunahme ihrer Grundgróssen entstehen, 


іп Factoren. 
Bedeuten f", f^, £?,..7, verschiedene Functionen, so ist 
AP? (f? x) = f (em (x sax) - t? (x) 
oder weil 


1" (x + Ax) = fx + a fx 
so ist 
О аға) = MW (px 40A Tog 
Dieser Unterschied lässt sich in zweı Factoren zerlegen, wovon ein 
Factor АЁ?х ist, und es ist 


= (ae AER x) Eam (f'"x) 
Pe ах 5 


A г? (fx) SA {ох 


Dieser Factor af" x besteht aus zwei Factoren, wovon der eine 


die Zunahme der Grundgrösse x ist, und es ist : 


f(x + Ax) — fx 
Ax 


k tti . Ах 


Es ist folglich 
f£ (£x + AEUX) - ҒӘ (Fx) f (x + ax) — Ех 


ATUX AX 


AX 


74) af" (gx) = 
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Das ganze Geschäft besteht also in folgenden zweien voneinander 
gesonderten Geschäften. Man behandelt die untergeordnete Function 
fx als eine einfache Grösse, lässt diese um Af''x wachsen, zählt f (f °x) 
ab, und zerlegt den Unterschied in zwei Factoren, wovon der eine Factor 
af x ist. Das zweite Geschäft besteht in dem Zerlegen dieses Factors 
АЇ?х in zwei Factoren, wovon der eine Factor die Zunahme Ах der 


Grundgrósse ist. 
Bei einer dreifachen Function f *'(f (£ x)) wird in dem Unterschiede 
A^ Ееее же te (Pes Ac) - ARE 
gesetzt 
£^ 2 Pc ER 


und nun der Unterschied in zwei Factoren zerlegt, wovon ein Factor 
АҒ (£x) ist 


t» (ro (xaf (nox) - (E) i, 


v pue) 
dv? Ka (EX) ` 


php (е) = 
Dieser Factor Af (fx) wird wieder wie oben in Factoren zerlegt; 


es ist also 


& Ca (£ (fx) Ж Magus Lf [box 


27 Еее ru! \ 1 
ode It ü х)) Er qu 


Es de аг) жа, fP (Ех) 
АН US 


pu + Ах) A fx 
* T D 


Ах 


oder in andern Zeichen ist 


10* 
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76) Ken ET EIER 


АҒ”х Ах 


(3) va d АҒ a» [t^ (f'" x) af? у А fx 
АЁ (t (f x)——u- uy D m 


und so auch, wenn mehrere untergeordnete Functionen gegeben sind. 
Soll der Unterschied von einem Producte zusammengesetzter Func- 
tionen gesucht werden, 2. В. von 
£ (x) . Қу) 
so ist nach 48 
A (Е (x). Rp) = f£" (x + ax). а, фу) + f(Qy).a, fx 
und wenn A, Қу) in seine Factoren zerlegt wird 


abe 


7) a (f"G).f(gy)) = бах). 52). Фу wu, AR. An, у 


Ay, 
oder wenn nach 47 
A Mac. foy)= t (p(y + лу)). a, Fx + Ё?х.А ‚ (Фу) 
gesetzt wird, so ist auch 
lee AY) А?у E 


78) A We: 3 
Афу “зу 


{. 32. 


Indem wir zu den spätern Unterschieden der Functionen von Func- 
tionen übergehen, legen wir uns den einfachsten Fall in folgenden 


Zeichen vor: 


4 Sabse) 
oder, wenn wir Ë 
Сх = y 
setzen, in den Zeichen 
2 = fy) 
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Der erste Unterschied ist 


Az *_ Af(Qx) Афх Afs Ay 


АХ” AQx Ах у АХ 


und nach 77 der zweite Unterschied 


з 


AS my uos АФх аф(х-Ах) Afy Ai Gs 
7 (Хх) Ay) Ax Ax ау (Ax) 


Sowohl bei diesen als bei den spütern Unterschieden lassen sich die 
Producte, welche durch die vielen Geschüfte entstehen, auf folgende 
Weise ordnen: 

a'f 
y 
о (Фф m 
y) 
Der Uebergang von n zu п+1 erzeugt die zurücklaufende Bildungs- 


weise der Vorzahlen (Qx),,,..... , und dieser Uebergang besteht darin, 


dass von jedem Theile dieser Reihe der Unterschied genommen wird und 


AU fy 


oy BE) a A" fy ( fe ; 
def MUTET фх duh ı aam (Фх) Zu, ak ЖЕКСЕН :(€ X), ыар 
e (A 


(ax) ` (ауу” ау) 


zwar nach der Vorschrift 77 oder nach der Gleichung 


^ (A73 fy Ау = “Бу А) а 
IEEE (qx Kal Se ч . Ç(x+a2 Ea 1. (ie? š À ;- 


Den (n+1)ten Unterschied gibt nach diesem folgende Reihe an 


Anti Гу) Ж Anni fy A Сх 


Ec I ca M Juss M [x 
ое ih анан 
А fw (5x ^ QG... 
(Ay) s "RES N; Ах | 
“ty (афФх ët), 
Te y | Ах 3 ф(х+аАХ), , + AS 
+ E А D E. X s 
a fy A Ox АФ 40 (х),,. 
t ۰ (ОЕ. ф(х+ах,+^® :2) 
ETE. wm [ AN 
(a yy Ах 
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Die zurücklaufende Bildungsweise der obigen Vorzahlen ist also 


A 
80) 2759 Ғы” == СЕ. ф(х + AX), , 
Mar. = жт. + Ах), + ae 
Geh... = 2 gix ar AX), , + n 
Ф (х) == л + AX). + АФОӘ..4-. | 
Sa AX Ра Ах 
Фк. = 3 Ф), 
n+1,0r2 АЖ 


Aus dieser lässt sich folgende unabhängige Bildungsweise herleiten; 


es ist 
A fy 
(Ах)” 


== Гу 
also 


81) (qx),,— 1, und daher (qx), , =0, (фх),,50,.- und (фх),,,,2ш9 


ferner ist 


82) (фх),, = & a 


АХ 


Афх ` A Q(xAx) 


Hi, = Ах Ах 
__ Афх АФ(х+АХх)  AQ(x42Ax) 
MUN Tr "5% 
(po, = "pr NER) Aula), , 


Ах АХ AX AX 
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SICH 
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P Арх а" [AQ(xAx)|! 
(X). Ax? | АХ Ax | Ах )) 
А” рх ал" [2m | 
Ае AGO. Ах? AX | 
^^ [AQx 4% /AQ(X+Ax) A' |Аф(х+оАх 
өзе CABE, E (rd H 
AX | AX Ах \ Ах AX | 
Ai fatx M /Аф(х+Ах) Al د‎ 
+ х | ax AX AX “АХ?\ Ах. | 
a [Афх Ai А” (А Ф(х-Ах) A. (А (сезах) 
ax ax’ | Ах E! AX ^l 
__. 4° fapx A [Аф(х+4х) 4° (хағах) А" — 
(фх), — | —. — Tu Da ыт 
AX AX Ах 6 en AX 255% 
2 E Афх 4% А{(х+ах) A (Ap(xesax) ае Ap үкенә) 
AX' | Ax Ах? AX Ax'| Ах AX^| /] 
2 
" 2 АТх së А{(х+Ах) A^ Аф(х+гАх) А” A? (SE 
A3 Ах ах” AX ах” Ах ах” 
А 3 A^ Dës, Ai 2632253) A^ — 
Ax'| ax Ах? L TRITT ae Vuoi ORE H 
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u. в. w. Die Stellenzahlen sind die Zerfällungen der Summe 1 in ein 


oder zwei oder drei, oder vier oder mehrere Elemente. 


Ferner ist 


: ; a (АФх 
84) (фх),; = (+25) 
Ах АХ” АХ 


(px), EE ES k= E ы) 


A /A@x А [AQ + Ax). 
| Ax ALT m ) 


4 А? [20% 4% E Ф(х + Ax)\\ 
ls ax V e / 
Hb 2t A [лфх A* [4 Q(x + Ax) азыу 
WX, = AX? \ Ах" se | Ах ШТ SS ^J] 
л fapx A [^ e + ах) E т 2ax)\\ | 
Tx “Ах Ах) AX. PUT AX rox 
\ 
Ai (405 AT (AQ(x + Ax) A° асса + чаг 
+ —.—| —— 
Дх” \ 2х Ах. | Ах. Ax? | =) 
- 2 pesa m + Ax) A Ar + SECH | 
Ах" \ 4x АХ AX 
e AT (9 A' (*®® + ах) ee >) 
dc pax [b Ах AX" AX 


Seel‏ ا 
AX | AX АХ \ АХ АХ J‏ 
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Die Stellenzahlen Fun sind die Zerfällungen von 2 in ein, zwei, drei 


2.55 mehrere Elemente als 


2 02 002 0002 wu. з. w 
Р 011 0011 
20 020 0020 
101 0101 
110 0110 
20 0 0200 
1001 
1010 
1100 
2000 
Ferner 1st 
4 AT [Афх 
°) (qx), = ах” ed 
е 
Con EE Аф(х + ах) ell 
AX | 4> ax’ | AX 


Ax 


б TE 5 Я , : 
Die Stellenzahlen von "ES (ës), , sind die Zerfallungen von 3 in 
x , 


drei Elemente, nämlich 
11 
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C TENER en, >. (Mi) 
АР” ax" | АХ Ах! Ах AX? | AX /] 

0 1 2 

0 2 1 

0 3 0 

1 0 2 

1 1 1 

1 2 0 

2 0 1 

2 1 0 

3 0 0 


und so ergeben sich bei (фх), „, die Zerfällungen von з in 4 Elemente, 


nämlich 
0 0 0 3 
0 0 1 2 
0 0 2 1 
0 0 3 0 
o 1 0 2 
0 1 1 1 
- 
0 1 2 0 
0 ° 0 1 
0 2 1 0 
0 3 o 0 
1 0 0 2 
1 0 1 1 
1 0 2 0 
1 1 0 1 
1 1 1 0 
1 ° 0 0 
9 0 0 1 
2 0 1 0 
2 1 0 0 
3 0 0 0 
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& 33. 


Die Unterschiede der obigen Function 
z = (фах) E 
lassen sich noch auf eine zweite Art entwickeln; denn es ist der erste 
Unterschied 
А2 — Afy ау 
57” Ay AX 


und nach 78 der folgende Unterschied 


A fy JAN My = Ay) a у АЗ fy Ау,” 
ax 7 һу a MER 


Hiedurch erhalten die spätern Unterschiede folgende Gestalt: 


A"fy АУ AT f(y 24y) 


86) 807 У Te Eis 
a = уу Oet On Е EM 


. (фх), „+... 


Ау +q Ay) A (у +n Ay) 
— € . Mit —B—M (ox). 
Gay pep Ze Gy» 3 _. 
Das zurücklaufende Bildungsgesetz dieser Vorzahlen ergiebt sich 


durch den nächsten Unterschied, der nach folgender Vorschrift genom- 


men wird 


A (a qup) eu 
ax cup Өз, | 


4 "f(y 4 (ағӘау) &(Qx), а" CUf(y-qAy) Афх 
C. а w ir уру E "A E (fX)... 


Wird in dieser Gleichung q = о,1,....‚ 1 geselzt, so wird 


ШЫ 
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ACE fy L AaS! fy A Q x 
(ax) — (ayy ax 


‚ (X)... 


A" fy Ay) Афу), АФх , 
m c-r NR 


COHN DE u est, 


(ay) ` Ax Ах 


ауқан)ау) (4s | 


ayy Tea 


Die zurücklaufende Bildungsweise der obigen Vorzahlen ist also 


57) (4х), +Q — —— M (EX)... 
Ах 
A Ç 1 fd 
ës)... um АЕ ey ы =. 
AX. AX 
A Ga A (CX) 
Э; = ——.(фху + — ا‎ 
(GX), 1,2 Ах (€ en АХ 
А Qx y A СО), M 
Әр = ----.(Сх Е 
(Фх), юч AX (Ф АХ 
Мгх),; 
х D = ` ^a 
(€ KS А AX 


Die unabhängige Bildungsweise, zu welcher die zurücklaufende 


führt, 1st: 
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88) (ex), = 1, (Фх = (FX), = .... (0X), = 0 


ferner ist 


‚ — Сх , — TAP xr АФЖ" 
89) (ех). v A 3 (€x)... = ( FS | DEI (€x), ; — 22 
ferner 
А ® A^ AQX 


u. S. w.; ferner ist 
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91) (ex. m e D 


Ax Ах? V AX 


a bes A ER 3 Ga 


0 1 1. 
0 2 9 
1 0 1 
1 1 0 
9) 0 0 


Hier entstehen die Zerfällungen von 2 in mehrere Elemente. 


Ferner ıst 


A [Афх 
92) geen Dee (222) 
АХ ` AE 
eh, = m Uer Сы 

АХ Ах АХ АЖ 
1 2 
2 1 
3 0 
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ARA T NC TRUE 
(es, = t (sts. t. (6s. n pen) 
Ax" | ax Axt Ах ax?! Ах/ | 


° 


== ي‎ 9 Hä м 
о = о O ы wv 


о ыз nr FS o о P 
ké o N 
s 


© 
© 


Allgemein ergibt sich folgendes Gesetz: 


rar | уя / yın oki LECH 
93) (ax) —х^ (19853 (Aë á (АТх А [Ax ^ (хе 


\ 
22. DU EU NE —l —  <55<a—— — |... Í 
2" еш! А Ах ee ОК ЫЫ, АХ s D ДР AE ! ] 
\n-q а-4%і n-qe2 2 1 1 WEE 
wo 
vi +02 k y3 +... . . . + y(n-qu = q 


und v1, у2,....., v(n-g) alle Werthe von o, 1,.... bis q anneh- 


men können. 


ЕП 
Wir gehen zu einem andern Falle über, wo in der Function ausser 
dem y, welches eine Function von x ist 
у = Фх 
auch noch die Grundgrösse x vorkommt 
ER ix, x) 


Der erste Unterschied ist nach 48 


94) А Kai: "A, fes y) A Cx A, f(x + Ax, y) 
ПОРУ Б. = „ rum “ лу 


Der zweite und jeder folgende wird nach dieser Vorschrift 


aus dem unmittelbar vorhergehenden Unterschiede hergeleitet; es ist 
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3 (х,у) мҚо,у) 


95) Е 
(ах): Ах” 
4 |8Фх а, [4 C+ Ax, y) 
il Ze, ez Ay | 
A (49x A (лу f(x x, y) | 
ax | Ах ax? | Ay H 
n A fox ы [586 2x) M (a,x ах, 5y) 
Ах” \ Ах А A3"T 3 AX Ay* /] 
und 


Guy) ву)‏ رم 
(ах): ах?‏ 
m As (а@х 4f A: Js UU.‏ 
Ax" \Ax As") ZE,‏ 


gx v At nov 


AX'| Ax Asil Ay ) 


x 
— 1 LL 


А? ES А? Men. 


' د‎ EX | 


A fafx a? БЕ Ai 


AX ANN 


— 
N 


АФх Aš ا‎ 
ا‎ 


ош (+ кее | 


A (АФх Ai 
” + т = ma 5 
Ах" | Ax АХ Аха 45! 
\ 
° ۵ E N 
A. | А4х A, /АФ(х-ах) A |АФ(халАх) A; [Aj Җх+зАх,у) \ | 
+ — —_ ——TsTK FDU — ——— SS Һр и er 

5х°{ Ах АХ AX Ах? AX АХ" Ay! ] І 
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Das Gesetz der Bildung, welches hier sichtbar ist, findet auch bei 


dem vierten und jedem folgenden Unterschiede statt; so ist 


A; [apx A [Arf(x+Ax,y) 
ee nion 


Fraa 


Ах. AX Ах Ay 
+ 1 2 
+ 2- 
+ 3 0 


а OM (Dë A [Аф(х+Ах) A [55 Tex  24x,y) | 
' ax? AX Tech лу? | 


/ 


+ + + ++ 
vr = O o 


1 
2 
0 
1 
0 


обоо m.m O = 


VY 


H о H à 1 Т | 
d A, [49x А; AC(x-rAx) A? Аф(х+злх). AS Ke 
Ax" ax Ах” Ах Ах” Ах Ax! Ay? 


5 0 0 1 0 
+ 0 1 0 0 
+ 1 0 0 0 


ў 


о 


^, |Афх A, |Аф(х+\х) А, [лф(х+оАх) Ai ребез) A] 


Ax"| Ах ах” Ах Fa Ах Al As ах” De 
i |! 
U И 
PT 


% 35. 
Wird aber hiebei nach 47 die Gleichung 
98) a f(xy) — А, ку жау), АФх а, foy) 
Ax AX AX Ay 
12 
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zu Grunde gelegt, so nehmen auch die spätern Unterschiede eine etwas 


veränderte Gestalt an; nämlich 


; Aigen. = E быу + лау) 


Ах" AX 


H Ce [: x daria, Fer di) ‚(х,у + ау) ) 
AX | Ах ACORN Ay 1! 
A г x А; [ау (х,у + el 
AS | Ах ах" \ Ay / 
+ 2. (Pes. жш (шү) 
AX* Ve ` "ee ЫЗ АС ЖА 7777 


und so auch der dritte Unterschied 


4 


(uh. ЫН s қ йу жен, 


Ах! Ах? ау” ] 
# m (ës A; EVI f(x,y + za 
AS | Ах  Ax'| Ay i 
1 1 
n 0 
" 4,0 x A, (Dës A N 
Ақ” | Аж, AS ү Аж MX Ау II 
0 1 0 
+ 1 0 0 


, (ës s faex wl |һох a ШЕР 
| D Б ЕЗ = 9 за 


AX Cie 
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& 36. 


Sind die beiden Grössen x und у als Factoren von einander ge- 
sondert, als 
z Hy Мх Vox 


so sind die Unterschiede nach $. 34 


101) (Чу. ac CN vi 
AX AX Ay Ах 
102) L9- y, 1304Ж 
AX х AX? 
fe" | arx, \ 
+2,11, ае ағыл) 
Ау |ax'V ах ax'| 
м ы (гео) 
АХ AX AX ON 
A fy ту Арх А? АФ(х + Ах). | и 
+ ay! H Ax? \ AX Ax? pm Ime f (x42 AX) 
und 


МИТ x) | Alz 
m — fy. 


3 


103) = 


„Eye A? ES A. seriem)! 
Ay lax" | Ах AX | 


1 1 


2 о 


+ fy де fax a (лд(х+ ах) а Zi 
Ay ҳе ax zi Ах. ec f.Gesz ax) 


0 1 0 

1 о 0 
ау А? (age a Ai Í A@(x+Ax) A° АФхмах) E үр Al 
TOY Ax? \ AX Aa? VOUS "AX? AX a бн) 


12% 
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oder nach $. 35 


A' (fy. f£.x) A. f. x „2 fy АФх 
АХ 


EN au ag rro EN 


А“ (fy.f,x) А Í x 


105) жр, = f(y + 24y). 


ee A? [49x | x) 
Ау et) 


und 


Is) fx 


106) Í E = (у+злу). E x 


А ы. AS А; biz Ar Si d 
Ay Ax ax Ах? 


sp) м (мха [арх d Se SEI | 
3 Ar" Asil ASA Ax АХ” ax АХ” /] 


U. S. №, 
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Unterschiede der Functionen, welche durch 


unentwickelte Gleichungen gegeben sınd. 


Һ 37. 


Die Zeichen, welche für unentwickelte Gleichungen gewählt werden, 
sind 


107) f(y, x) = o 


Die Grössen y und x bestimmen sich gegenseitig, Wird x als 


Grundelement angenommen, so ist y eine Function von x, oder 


y cp 
und dann sind die Zeichen obiger Gleichung 
108) 1 (OS en, 0 


Von der Zunahme des Grundelements x hängt auch die Zunahme 
der Function von x oder die Zunahme von y oder von @ x ab. Ist 


h die Zunahme von x, so wird die Zunahme von Q x durch die 


Gleichung 


Г(Фх + h), x + ВЕ a 740%, x mo 
bestimmt. Erhält x nochmals eine Zunahme h, so wird Ше zweite 


Zunahme, welche @x hiedurch erhält, durch die Gleichung 
(ф(х + 2h), x + 23h) = f(Qx + 240x + 14° Qx, x + 2h) = 


bestimmt. 


Hieraus ist deutlich, dass, wenn x um Ах, um 24x, um 34X ,..... 
wüchst, die Function y dadurch die Zunahme 4 y, Ay, Ayr... erhalt, 


welche durch folgende Gleichungen bestimmt werden: 
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109) fi, xpo 
f(y + л'у,х + AX) = 0 
f(y + 24' y + лу, x + 24x) = 0 
f(y + зл'у + 34°y + а?у, X + 34x) = o 


f(y + 4A'y + блу + 4A°y + Абу, x + 4Ax) = o 


Durch die erste wird y, durch die zweite A'y, durch die dritte 
A’y,.... bestimmt. 
Durch Ab- und Zuzählen können aus diesen Gleichungen andere 
hergeleitet werden; es geben die beiden ersteren folgende: 
f(y + Ay, x + ax) — f(y,x) = o 
oder 
110) KIA) = 
die drei ersten geben 
f(y + 24'y + Ау, x + 24x) - 2f(y + Ay, x + ax) + f(y,x) = o 
oder 
f (p(s + 24X), X + zax) - ? f (Ф(х + Ах), X + x] Ех, hen 
oder 
111) A Ку, x) mm 0 
und die vier ersten geben 
f(y + зл'у + злу + лу, x + 34X) 
— 3 f(y + 24'y + АУ, X + 24X) 
+ 3 f(y + A'y, Xx + Ax) 
— Í (y , x) 
oder 
f (Ẹ(x+34x), x+34x) —3f (фх+зАх),х+алх) + 3f (grax), x+4x) — фх,х) =o 
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oder 
112) A FO N о 
und allgemein, ist 
Гу, 0 
so ist auch 
113) A (у ух) = 0 
{. 38. 


Unser Geschäft besteht in dem Trennen dieser Zunahmen а?у, ағу, 
A'y,.... von den übrigen Factoren, in welche die Unterschiede von 
f(y,x) zerlegt werden können. Zählen wir desshalb zu der Gleichung 

Lier, x + Ax) — (уух) шө 


die identische Gleichung 


= f(y, x + ax) + f(y,x + Ax) = 0 


so erhalten wir folgende 
Қу + Ay, x + Ax) — (у, x + Ax) + f(y, x + ax) - f(y,x) = o 


Die beiden ersten Theile geben den Unterschied von f(y,x + Ах) 


in Hinsicht y, und wird dieser in zwei Factoren 


А, f(y pos Se Ах) 4 ау 
“у 
zerlegt, und weil у eine Function von x ist, der Unterschied Ay in die 
beiden Factoren 


AN, 
AX 


so wie auch f(y,x + Ax) — f(y,x) der Unterschied von f(y, x) in Hin- 
sicht x in die beiden Factoren 


. AX 


A, f(y ; x) 


AX 


.АХ 
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so wird 

A ШЦу,х + Ax) А A f(y, x 

| тшш" uy" ME er 

Ay Ах AX" -) 
Па Ах eine willkührliche Grösse ist, so kann dieses Product nicht 

wegen des Factors Ах, sondern nur wegen des andern Factors ver- 
schwinden; es ist daher 


A, f(y,x + Ax) AY А A. f(y, x) — 


114) - 
y Ах Ах 


Wird aber zu der obersten Gleichung die identische Gleichung 
- f(y + Ay ر‎ x) + f(y + Ay, x) = 0 


gezählt, so ergiebt sich aus denselben Gründen die Gleichung 


115) My), ay  A&fy- ay x) م سے‎ 
Ay AX Ах 
In den Theilen dieser beiden Gleichungen 114 und 115 näm- 
lich in 
A, Ky, X Ах) а, f( X) | A, f(y + Ау, X) 
Ay Ay AX 
kommt zwar лу vor, aber nicht mehr als einzelner Factor, sondern nur 
als eine Grösse, welche durch Zu- oder Abzühlen mit y verbunden 
ist. Es sind also alle Theile, welche in diesen beiden Gleichungen 
vorkommen, da Ay eine Function von x ist, nur Functionen von y 
und von x. Wird daher in diesen Gleichungen eine Sonderung von 
-У vorgenommen , so erscheint dieser Bruch als eine Function von y 


und x, und wird auf folgende Weise gebildet und bezeichnet 


97 


а, f(y , X) 
му u АХ ж) 
DEER А, f(y,x + Ax) = Е(у,х) 


Ay 


116) 


oder auch 


4, Қу + Ay, x) 
117) = xt 


— = ыан 
еа ? == d? 
АХ. a, Қу,х) 
ау 
Die höhern Unterschiede können nun, da y еше Function von 
X ist, 
ZU S EIAS. ©) 
EA аре Ах" 


nach $. 34 oder 35 gebildet werden. 


Der besondere Fall, wo die Grössen y und x gesondert sind, ist 
wichtig; er sei durch die Gleichung 


115) ѓу — фх. == о olerfy = px 


gegeben. Es ist nach 114 


A Re, x) wg 4 фес 
Ах E Sn x 
und 
А, Кух + Ах) کے‎ Ae Еу = MIS 
D EE tuy 


13 
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und also 


АФх 
Ай з яр АХ 
Ay 
% 40. 
Ist sogar Q x = x und 
120) fy zx 
so ist 
121) We Rei 
AX Ay 
Die hóhern Unterschiede lassen sich mit Leichtigkeit nehmen 
denn 
a Ë Ex Em д, ze We? 
Ee ay | Ж ay уду AX 


. АУ © . 6 : 
und wird statt — der vorige Werth eingeführt, so wird 
AX 


ASy Ай 
o MESS OR 


Wird von diesem wieder der Unterschied in Hinsicht x 


50 MUSS 


А? у 
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genommen, 


entsteht; und allgemein, wird 


122) ( A 2 
AN 


gesetzt, so ist 


99 


" / | 
123) 2 = rar A SS ZI х р 
х дүү е” зу ^y 
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Unterschiede bestimmter Functionen. 


{б 41. 
Der Unterschied von A. B. C ist 
124) a (A-B-C) = (A + ^ A). (B + AB). (C + 4C) = А.В.С 
und wenn das Vervielfachen auf die einzelnen Elemente ausgedehnt wird 
DIEBE X A.D.4C + Атол ы AA, ADAC 


+ А.АВ.С + АА.В.АС 
+ AA.B.C + АА.АБ.С 
oder 
= Aa A-a Б.А CFT + ST AER B.A QUE А.А. АЗЕ 
CT Б wg C ts RIEN TS АС 
d EIB С tT HAR АВИ AUC 


und allgemein ist 


лама... АУ) ЭУ E omm ЛА ж A ДЕ) 
+ S A, ...... АЙТ OR 
> UAM } MAL AN 24. 
+ 


КК 2” 
жо 3 alle möglichen Versetzungen der oberen Stellenzahlen von А 


bedeutet, 
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& 49. 


Wenn die Factoren des Products um gleichviel zunehmen, 


x (x Fach) `. Ach N. EE (mb 


so gewinnt dieses so eben gezeigte Geschäft nichts an Einfachheit, wenn 
nicht die Zunahme von x bei dem Unterschiede - nehmen gleich 


ist der Zunahme der Factoren, oder wenn nicht 
Axel 


In diesem Falle lassen sich die Unierschiede sehr einfach darstellen; 


es ist nämlich 


127) A ЖТТ CS E wem As = h 

und 

128) A SCHT S lay > меш Ax = h 

und allgemein 

129) A" xr ` pre e RL ehe wenn À x = h` 


wo p und h jeden Werth annehmen. 
Ausser diesen Gleichungen 127, 128, 129, welche schon bekannt 
sind, theilen wir noch einige mit, die wir sonst noch nirgends gefunden, 


wovon wir aber bei audern Untersuchungen häufigen Gebrauch gemacht 


haben; es sind folgende: 


130) А xd — E 


wenn Ах = h 
131) ыы“ wenn Ax = h 


und allgemein 


132) д" xn — D: d h^ j зе 


wenn Ах = h 


eben so ıst 


4 1 pex y cuia fk š k F ل‎ p, E k я Pr ‚A 
133) ^ (А "В ІН Қаз» EEN KSC? ІҢ ҒатаАх-ші 
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und allgemein 


+х1һ - Bi % - pr xt -x-nl- : 
134) 4" (4 inp] |) |ж АХАД de s wenn Ax = 1 


wo 


MI (A + p h) = = (в - (-)k) 


$. 43. 


Sind die Factoren gleich, so können die Unterschiede nach N. 1 
gebildet werden, nämlich, wenn h die Zunahme von x ist: 


11-1 en 


a Së 
135) AW — x + nh) ue (х + (п — 1) һ) 


GE = А пе" 
+ mets 8 (-2h| -...0Y Aue + oh)” 


oder, wenn die Binomien in Producte von x und n, n-1, n-2, .... 


nach der Vorschrift 


ET 
m m ч 
(x + qh)” = x” + SC ek халы ww. x gh? +... 


aufgelöst werden, so wird 


1-4 ol-ı 11-1 nl-ı 
n n n n 
" т E n 0 0 = n Ze Ж a 
ax w L ° 1 4 42 CAT — 11 3 (n-1) Е-Е. ( ) SE | 
ıl-ı 01-1 11-4 GER 
m 4 n n 1 ad ' 
% ШЕ ох" as c "ET .(n-1) Tor. (=) a TD 
Ы” 2,0722 2 Е aA 
ul-1 


ol-ı Үш! 


m БЕ DA г Рг а= е e (-)" PLE 0 | 


+ mlt olı 


Es ist aber nach unserer Analysis N. 632, 633, 645 
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HIER 11-1 ul=-ı 
n 553 n теш a N - 
run 0 = numi ыы 2 pu oz 
ol-ı 11-1 ul-1 
E e E n n n n nli 
ae. e (= umts = 1 
1794 nu plas 
uedq + КЕЛІ БЕТІ WU 
S AME ао а t. „ж. үсү eom 1 Dänn" 


folglich der nte Unterschied von X", wenn m eine ganze bejahete 
Zahl ist, 


136) a" x" =1™ h", 


nen 9 à 
ДП ч x h D А... 


n+ıl=ı 


m 


-D- (19 
ar mnm 9 xx hi (1,2, ...) II 


HE 21-4 


m 


ne 2 Б (2) 
+ nm aX M h . In, 2, ...) п] 


тан, P. e An” 


Eine zweite Entwicklung des nten Unterschiedes von x", welche 


bisher noch nicht bekannt war, ist folgende: 


Es werde nach der Analysis N. 298 und 303 sowohl x" als x^" durch 


Р. 3 m^ Р 24 
Producte ersetzt, ın welchen die Factoren gleichen Unterschied Ах = h 


haben, nämlich 


5 Iu, m - aJ х" 5 
TE A... ш ch’. art 
Let E n — a e h’ d хы 


са” ЗИ E Ze" S 


суар а am 
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und 


х= хр О е) IEEE ß) 


-те21Һ 


4 2. . оо 0) EK ox 
< (ap 25 m m+ ЖОЛАН ана 


ee жык М oa 


und nun nach 127 und 128 der nte Unterschied von diesen Producten 


genommen; es ergeben sich dadurch folgende Reihen 


137) Axt" шш (1% А 2 ml" с m"! $ h" Е (х dt hy 


H 


- [152,..., m-a]". (т а)" . h"* (к «n py 


[1,2 1. Im чаш дщ MOST GC A ih) 


H . H . H . + H H H * D H LJ H 


E CB 7 ис ui CP de ту 


und 


138) ах" = (=) xu ab" e ox sah y m 


A (4% Ж. ‚шй ° (m + WC" Р hn (x+n mnm ow 


£ m de ut abe) "cab" er met 
h 


а, ша s (me s) Ee ey Kéi 


Wird aber in den beiden Entwicklungen < und f 
—h statt h 


gesetzt, 50 ergeben sich nach 132 folgende Vorschriften für den aten 


PI 


Unterschied von x’ und x 
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139) Коош "Du gz, Ta ee 
V [1,2; ... m-1]? «(m —1y 7 hate mmt 


(2? 


ТТТ 59m —2] зы хе 


ШІ oun] moi x 


und 


140) dex S == (-)" m"! 4 h* 4 gore 


(1,2... m)". y pomme 
AL (1 За RN m+ ШУ Ы (m + a 4 h? e Keh 


390,2 30 4 m 9) Pd 5) AC очама nn 


ava UOTA NEN ci "C7 Uc 


Diese vier Gleichuugen 137, 138, 139, 140 verdienen um desto 
grössere Aufmerksamkeit, je grösser der Nutzen ist, den sie bei vielen 


Untersuchungen gewühren. 


Ж 


Die Unterschiede von dem Producte 
(х +a) (х+а,) (x +a,) .... (x +a.) = P 
worin die Factoren nicht gleich sind, können auf die vorigen zurückge- 
bracht werden, wenn nach Auflósung desselben in einfachere Producte 
n co) „mer 401»: 1 (m) 
2 o EM хр (auda у A, x^ (a 
der nte Unterschied von x", x'^',..., x" nach einer der obigen Vor- 


schriften genommen wird; wählen wir unter ihnen 136, so erhalten 


wir folgende Gleichung 


14 
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14) a(x +a) (x +a)....&+a)= 


ОКР dx Р. NR... „хт der) 


п-п. 1-і 


wo Ше Vorzahlen, wenn 


WÉI ж. 
(a, 2 8,; SÉ "ei а„) ug А 


und 


ar, „ $E wp cem 724 


gesetzt wird, auf folgende Weise gebildet werden: 


—— 
9) to) 
142) P m-n і: ü ж «En 
u+1l-ı 1-1 
т m-1) 
P = — ‚Fe со? а» 1 (m=) AS po 
METEN 1+1 2 Ам. Е, ў .h Sr CFL ER 
m" zleı (niti) 2. k (m Ze 
> a 2 H nii » 
P, елей HE Ee Ды: а сас 
ml-ı ут-1- 1 al- 
m 11-- 
Dee, (01 rat ft DI m= um an A A n ЕТ 3 
li A. ER h pe mole A: CG п-1) Jm: -n- c Wt ET AV u^ 


À 45. 


Wenn das veränderliche Element als obere Stellenzahl erscheint, 


so nehmen die Unterschiede eine einfache Gestalt an; es ist nämlich 


a e Wl Vm 
oder 
143) А А" == is A 
und allgemein 


144) EA == AT Ki: 
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б. 46. 


Diese Einfachheit behalten die Unterschiede bei, auch dann noch, 

wenn diese Exponentialgrössen in Verbindung vorkommen; es ist 
А CSS) = aer AT с d х. WI Ae LIT EM шер. "ү III 

und wenn diese in Factoren aufgelöst werden 
145) A (A axeb A”) = Аз» А зоро) (А — Ain) 
und eben so auch 
146) AA" + AN) — (Азон Aasch) (Ak - Ab) 

Nach diesen beiden Vorschriften können die spätern Unterschiede 
mit Leichtigkeit gebildet werden. Ist 

А = е 


so ist nach der vierten Abhandlung der Analysis 


| (ax "TES 1 Й 
dÉ ү (ах x1, Ф(а(х malu +0) ү (+ah) 
147) A E ыр | = 2. dass bic) dv 
und 


“ш „^^ же T үи (а(х + $h) +1) i Gal) 


"m E — 4 ы dur og e dai 


148) 


und allgemein 


ү (ах + b ۴ „Kar с? d ‘Jah N 


aps J = 2 Bel Jah 


м9) a 


su [ЬУ (ах + b МА 9 (а(ха т h)+ b) prah SO 
150) Бе d = E E STE TES TES 
und 
ӨС. ах +} n. a(x + nh) + b) Jah,” 
191; oke ари d = — — زا‎ Г 00 s ^ ym | 

Am “(ах + b) зі 2 E (a(x gs o + Ь) SH )n41 
ma em ERIT m emm PEU Um 

14 * 


www.rein.org.pl 


108 


und wenn 1 = /-1, so ist 


2 


ШОВ) کک‎ (ux) (-) 2777. sin (а (x + n h) + bj . (sinzah)'* 
154) a sin(ax + b) = LI 22% . сов [ака Fh) + b) + (sinsah) ee“ 


155) a™cos(ax + b) = (2 2". cos (a(x + n h) + b) . (sinzah)”* 


156) a'"''cos(ax + b) = ter". sin (a(x + == h) + b] . (sinah) е 


oder wenn auf das gerade oder ungerade n keine Rücksicht genommen 


werden soll 
157) A" sin(ax + b) — 27. sin Í: ‚жт + a(x + 2 h) + b) . (sinzah)" 


und 


158) л" cos (ах + b) = 2° . cos (+ .zra(x+:h) + b) . (sm ta h)" 


б. 47. 
Die Unterschiede der Logarithmen lassen sich nicht in dieser Ein- 


fachheit angeben; es ist 


ıl-ı 
159) A"lg (ax + b) == lg(ax +b+naax)— Z —.lg(ax 4 b+ (u—1) алх) 
1 


glax+b+(m-2)aax)-...(-)". Ss . lg(ax--b--oaAx) 
1 


Diese Reihe ist vieler Umformungen fähig; zählen wir von ihr 
y 


ET * 


o = Qi (ах + b) m 1° + اال‎ 3. BC + b) ` 


ab, so geht sie in folgende über: 


160 А" (ах + 1 u Dax, "айы 1 жағал, ER 
| 1 SV *axab] a7 775 ax Б 
TES (es Drug Ue. 
г ах + b P 
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e . . ° 2 - < 
diese wieder durch Entwicklung der Loyarithmen in Reihen nach der + 


Vorschrift 
ша + ур Y XY... 
1 2 3 


іп folgende Reihe 


018% 11-; 


16194 (аху —[— e — aper (вл) + SÉ .(а-2) -.. A жалы | 
D [ SEAN 4 ах Б 

t: ра" ne н/з ен x3 ҒҒ, алх 1: 

- E ELITSE umet) + Zur (0—2) -.. ар) 

ol-ı 1121 21-1 4 

oe a eas 888) 
Bt 1 1 'ax + b 


(^ Lem (4. 


D D е D D D ` . H . . D 


und diese wieder nach dem, was schon in $. 43 vorgekommen ist, in 


die Reihe 


Á 


| 


162)a"le(ax+b)= í" (C ln TOR F 5) 
| 


aN + b 
2 1 пи xii 
ELE . Va M Is ee, 
n+1 1,2 T \ax+b) 
n 1 (E EE EE 
Mono E O 
) n+2 (3%... n] (un 
т і à A хуу 
+ ( ) CN. d А m 
n-+3 [5...5] ах + b/ 


Diese Umformungen können wir noch weiter verfolgen; wir setzen 


Ах 
ax+b+ax ^? 


und 
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Ах 
аах کے‎ ax +b + Ax Oy 
ax+h Ах 7“71-у 
ax + b + Ax 
und 
а n TII 
d, = уи 
11-1 Je 
КҮТ —n-q) m Ста E 
шен (rn ERIT m DE ue] 
und 
qo, Ee O СРЕ 
Die Reihe 162 geht hiedurch in eine andere über 
d | h D " | l ... 
163)a"Jg(ax+b)= (A. 222 HA. axsbyh) 
d | h бу 
kw w Ы P -— UAM + * . * е D 
* RETIA. ax+b+h 
deren Vorzahlen nach folgenden Gesetzen gebildet werden: 
1-1 
А (—п)° 1 
164) Re Set ЕР 2, қ m "En 
ig ‚i=ı —п—1 “-1 
біз. S „[ елш. Ru E uc ane NT Par 
c Mag f (ns) .1 


und allgemein 


= 
165) Ac Cs puteo ntn 
n. 
ap-ıl-ı 
(-n-1) elo ХАЛАЛ eg 


(—h E: arx 


0+2 


ГРИТ е 


ck ° H LI в Ы . ` ` . . ° . 
01-1 
n+p). 
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k 48. 


Der Unterschied jeder Function kann auf den Unterschied ihres 


Logarithmen zurückgebracht werden; es ist 


Afx 


— 


f(x + h) — fx — ein gui 


cE, que cf 1) 


l&:fx + Alg:Ix os WE 


= E 


folglich wenn fx statt QM gesetzt wird 


166) OFT (еее 


~ 1) 


| A 49. 
Zusammengesetztere Fälle werden auf die einfacheren zurückgeführt; 
ist 2. B. 
A" at Фх) 
zu entwickeln, so ist nach dem Frühern 


wos E ах)? Ai ure 10: 


nli 


: 1° ү" wo Ах = h 
А? мон AU €(x  h) 
= БЕРІП e a жа 
1-1 n-2 
aqu МСЕ Т 
+ "n 2 zm 
+ Ope c. р xn, Tem, o 
n 187 “ 
ms A Q(x + nh) 
* 276, Y, TY, P 
und nach 132 
AT к" ТЫ ` һ < жгт" 


folglich 
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Шаа” ох) Бр 
Лас! ғ 4.” h 
41-1 
) 
Ф т NM 
al-ı 
› і 
SCH , h . 
EUST S. 
ql-ı 
d Zar hl, 
+ Ju 
P al-ı 
) 
VS. h". 


)-nl-h 
x! n 


9 


A 


11 


ІЛ ATM 
x. ran wo Ах = h 
p-ıl-h de C(x +h) 
2 Қырық 
p-2l-h Ala ф(х + 2h) 
E 4" a 


a4" "p(x + qh) 


EPIS 


A elx + nh) 


011 


&- 50. 


Eben so finden wir den шеп Unterschied des Products 


Legen wir bei ihm die Gleichung 


D 
1 qii 


say): 


und 


AUS a* 
x 


ах. fy 
H 


41-і 


A= ATQ (x y + m-q) Ay] 


— (a 


zu Grunde, so finden wir, dass 


21-1 


IBS (а. Гу) d 


Т 


+ . . 


‚(at – 1). 3° f(y e nay) 


wo h 


„(a1 . 4 f(y + (29) 
) 


Z . ("2 4 f(y + (n—2) Ay) 
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oder auch, wenn das letzte zum ersten Gliede gemacht wird 


007: 
а= z h 0 n 3 - 
= a UT (a —2) .4' fy wo Ax = h 


+ Zar. 7i) . ۵” fy ay) 


21-1 


+ Sr. (ahi) . n Қу жолу) 


oder gehen wir von der Gleichung 


A 
A^ Q(x, y) = Xqac: А KT f(x &(n-q) h, y) 
aus, so wird 
ol-1 
169) л" (a*.fy) = a "ы ah 1(а-4). fy мо ax = h 


+ қ ? acm м (a^ -1)' TU fy 


T Sa (a^ -1)* М А"? fy) 


Alle diese Reihen gelten auch, wenn n verneint ist, und sind 


besonders dann nützlich, wenn n = ~ 1 


15 
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THEORIE 
DER 


DIFFERENTIAL EXE. 


TE EOW IPE 


DER 


DIFFERENTIA WE. 


Erste Abtheilung. 


I. DIFFERENTIIREN ÜBERHAUPT. 


б. 51. 

VV enn die Grundgrósse x einer Function fx eine Zunahme Ах erhält, 
und die ursprüngliche Function von dieser f(x + ax) abgezählt wird, 
so verschwindet, wenn die Zunahme Ах — 0 gesetzt wird, auch immer der 
Unterschied f(x + ax) - fx, aber nicht wegen des Factors 


f(x + Ax) — fx der a fx 


Ах Ах 
sondern wegen Чез andern Factors Ах, der von ihm getrennt ist. Wir 
wollen diesen besondern Fall festhalten, und durch die Vertauschung 
des Unterschiedes (Differenz) gegen Differential und des Buchstabens 


А gegen d bemerkbar machen, so dass 


dfx 
dfx= -—.4 
5% d x 
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Das Differential ist also immer = o, und d x ist das 
Zeichen einer früher vorhandenen Grösse Ax, womit 
reelle Geschüfte gemacht sind, welche aber nach Voll- 
endung dieser Geschüfte in ihr Nichts zurückgetreten ist. 

Nicht der Factor, welcher verschwunden , sondern jener Factor, 
welcher durch Abzühlen und Messen und durch Vernichtung der Zu- 


nahme Ах entstanden ist, kann einer fernern Untersuchung unter- 


worfen werden. 


Wird bei den spátern oder höhern Unterschieden nach vollen- 
detem Messen oder nach vorgenommener Trennung der Factoren die 


Zunahme der Grundgrösse = o gesetzt, so entstehen die höhern 


Differentiale 
d'fx = Ers 
GE 
(аху Gef (dai x)’ wesch 


Geschieht dieses bei mehreren Grundgrössen, so gilt auch hier 
іп dem besondern Falle, was im allgemeinen bei den Unterschieden 
bewiesen ist, nämlich dass die Ordnung im Differentiiren in 


Hinsicht des Resultats gleichgültig ist, oder in Zeichen: 


° 4 н >) 


dx 

dy 72 ах ` 
ойег 
170) Ф (х,у) _ d'fx,y) 


dy, "2 dx.dy 


Dadurch, dass die Zunahmen der Grundgrössen besondere Werthe 
erhalten, verlieren die Wahrheiten, welche in der ersten Abhandlung 
gefunden sind, nichts an ihrer Gültigkeit, und in dem ganz besondern 


Falle, wo diese Zunahmen = 0 gesetzt werden, werden nur die Zeichen 
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geändert. Nach diesem ist daher, für die höhern Differentiale 


von emer Function mit zweien veränderlichen Grössen fix, y) nach 


N: 50 


d'f(x > Ф а f(x, y) а d^' f(x , y) 
iD a 2 s Ead Ж A : SC 
) pU 1? NOU .dx" DESC pua Gs? ‚dx 
кР x п 0 
Ei d t EN dy'.dx" put d'd'f(x, 2 dy” . dx? 


iQ dy dx s Ta 17! Lë, dx габ. 


oder auch ohne Trennung der Factoren 


d" f(x, Ф (х,у) _ а? а“ (х,у) : di ағ" f(x, y) 


179) pa mal - ТЕЕ ТЕШ ` Pan 
йы (в, уу ЫЛ. , 10у) 
qm : ДОЛ 211 Ss ЕГІ - Für 


und bei Functionen mehrerer veränderlicher Grössen nach N. 54 


EN Zeg RA? EEN de p p df(x,,.. XQ) Tr 


гии Ы ах, Жл. 


und für die höhern Differentiale von Functionen mehrerer veränderlicher 


Grundgrössen nach N. 55 


174) ах oe 
3m LN OD oe NCC 


1 E 4 2 m 


ға BE “ах N (dx GR 
CD EE EE ZA ШЫ 

js we E da Alex) 

oder, wenn die Factoren, welche verschwinden, von den übrigen nicht 
getrennt werden 


К. on E гъ ЛЕТІН Me Ü 


"ili гау nalı м (mla 


1 “1 . 1 ....1 


اک رو کد وک لاا 
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wo ni n2 + na) маъ а, бие, ..., (п Ие Werthe 
М 3 H 


0, 1, 2,..... annehmen können. 

Diese Geschäfte können auf verschiedene Weise angegeben werden, 2. В. 
æ u E a. n 
176) d'fíx1x,.5x,) == (4 4H, rer) fox су 


oder 


IDEE, C 400; m) Le, Xo XS) 


ә 1 2 
OY MA. 
DECH D "m m SE жесе 
dod ode 
"En H 1 > РЕП 2... 
а d' d 

91: 2 "m H "En D de cene ce 


wo C(n,m) alle möglichen Verbindungen aus den untergesetzten Ele- 
menten zu m Elementen zur Summe n bedeutet; es ist z. B. 


er Sch CR MN ара, 


15 1° QU 
0 1 1 
SN HS d 
get TER pe 
> 7 9 
LR T 
1%! Рыг 1912 3 Қх,, X, x.) 
| n o 1 
di d d; 
quu olı ılı 
1 П 0 
sl er 
И "m "n 
2 0 o 
d.d, d 
PH oli "DE 


oder auch 
178) d'f(x,, x, x,) lr .(D,. D,.D, D.) Кон). x, X... 5 Xx.) 


wo 
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d° d' а: 
D, = ++ ы.... 
1 1 
лшы TE us 
р RES ug + Т" "6 li po wem. 
9 
із س‎ d d аз 
q Wto NPE E HE 


10% D H D H D D D H 


Durch diese Gleichungen 174,...,178 ist die unabhängige Bildungs- 
weise angegeben; die Geschäfte, welche sie vorschreibt, können auch 


theilweise vorgenommen werden, denn nach der Gleichung 58 ist 


Pr= А “ n % 
179) TRX, "s эх.) 4), TT 2” ‚m Вх cen bor Xa D 22 х.) 
en Tele s ss 
u ng . qm 
1 ET 
1) Asus Prisen m Қх,, кз, X Хх, BE х.) 
+ ila Derki 
1 DA 
2 п- 
du 10 2 op prem f(x, 730 2 2 X, 3 Kr" ا‎ Xn) 
122 а BEE 
+ M . . LJ . H D H » D D . . LJ ` 
u 0 


m Kx, Ee 7272 X хо, uit Xa) 
rE 194 


+ 11 ҙер MISIT 


wo d,, ,, das Differential von der gegebenen Function in Hinsicht der 
Grundgróssen x,» x,,..., x und so auch d. |, das Differential in 
Hinsicht x,,x, ,..., x, , bedeutet, oder wenn wegen der Kürze f statt 


Қх,,..., Xpo Х.,,)...,;х,) gesetzt wird 


df df df 
d f runt б в Е 5 . э а. -F ` 
ZA P du dx, + die dx, + + йх, dx, 
und 
df df df 
Фи ти dx ,, D da + dx... D dX pea +... + dx, ` dx, 
16 
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II. Differentiale verbunden mit Producten. 


{. 59. 


Werden auch hier, wie bei den Unterschieden in $. 28 die verschie- 
denen Differentiale von f(x, ,...,x,) mit Producten verbunden, die ent- 


stehen, wenn in dem Producte 
180) (a, + SUN (a, + qb.) Ы WOCH + qb,) = (a, Ee gb), 


0, 1, 2, 3,...,n Statt q gesetzt werden, so ergibt sich die Reihe 


d d ЧЕ JM MUT Х 
181) (a, + ob), . — RR EE Ba) 
diss d (іе > CES aii 
+ (а, Ju 152, s OT pero. - m eu p? pea 2 5 ы) 


5 š "IMS Pelz 
E (a, zs 2,), z 9 TE 
Eh ы . . . е . . . . . . H . H D H 
э u = - 
5 1 d. ‚Ё р+з›-...,1п Қх,, > хы, Шел DUE 2 Sm) 
F, (a, + u SH Б ү" 4 pus 
o y S 4 j қ 
А3 d. А ut. s. S (X eX) б А ur dim p. lox 295) 
= Ам, ШЇ Kee AE EI Ku 
i= 2 = b пеш in E 
1 2 EE e er ^ 78 È AE 7 Шы, x3 
ty Жаа,» ` 155810 ылы г na ms 


in welcher die Vorzahlen dieselbe zurücklaufende und auch dieselbe un- 


abhängige Bildungsweise befolgen, welche in $. 28 gefunden sind. 
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In dem besondern Falle, wo die Factoren der Producte um gleich- 


viel zunehmen, oder wo 
— 1b 
(a, + 48), Ka (a + qb)" 
ist, nimmt auch die Bildungsweise der Vorzahlen in obiger Reihe eine 


einfachere Form an; es ist 


dog EA LS 
mlh Е TT PSPP کا‎ = M *ў m 
182) а ы zz ulı olı i 
1 . 1 
GET 1 
с d D Ea 
+ @ - у" Р вр а т x, H 3 w 
i qa 1 
М PSS: s Re . e 
Gi eet Ak Ee 
d (a + nh)” | DEER то m 3i 42 H х.) 
d EI u 9 
"E m SIT. b: d m Се, on Ce pue Ser A x.) 
— Fug . а * Ы PaL 
[SLE nei ' 
m da d4 f(x So AE ) 
-ılb 1 Вуку m р%і»...,т > 9 n 
p .(a + ib). b, RE Sms; —— i = 
+ . E . ` . . o d . . . D D . . . . А D D 
тез neg m ` 
m J d dq Жуз ee. ж) 
+ ыг. (а + mb)", pr, Dee a — 


und wenn die Factoren der Producte gleich sind, oder wenn 


(a, + gb. = (a + qb)" 
so entsteht die Reihe 


183) а" у: Ea E ҒО»... X.) 


nli olı 


1 "mt 


d d f(x x4) 
E m "eme ptr... m EE 
ка ar 1b) SSC ılı e 


1 wil 


e 1 
af ` е * D D D H * D . ` ` . ` .- . 
d? ДЕ f(x x ) 
m LÉI ‚р ТЕГЕ m n £O o5 m 
sje (a + nb) SM mn "n 
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== [а Та” > 
(mea! 1 di i m ам 
+ [a + ob, a + bi ^. b' , —— 


+ fa+ob, a+1b, a+2b]”".b°. 


do ат N e d с GET e 
n-ın 
4 т 
(щат) т па ен P+1, 
"bx 


+[arob,a+ıb,..,a+mb] 
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mes m4 
nli 

‚зл ps. 2 ха) 
a-ılı 


195 | 


ПІ, Differentiiren der Producte. 


б. 79% 


Von dieser grossen Allgemeinheit gehen wir zu dem Falle über, 


worin die verschiedenen Grundgrössen x,, X,, х,,..., von einander ge- 


trennt, aber doch wieder als Factoren in demselben Producte mit ein- 


ander verbunden sind. Wir erhalten aus 173 
184) а(Ё°х, ae x. Жы: fx) = I Se? 3 Ex, e. Ee р аб, 


«Мата. УУ 


` 
қазыға Bex c ҒА ШЕ 


ns 502706 . 


D D D D H D D D 


+ SS, И ху, BA. {тө 


und allgemein aus $. 51 


йй s do ex ар Ж” 22042 


au n2li nili nian)li 


.1 .1 .....1 


185) ff x. Cx GL Dux eitis 


wo пі ғ п2%.,.... + n(m)-—n 


186) oder — Gre ш) 
/ ПОШУ, d' IR d'Paie М 
| Te 3 ү 2 pu қадыры. 5 


Пір ға g'i^x. d fx» 


get ? "ШЕ 2 QU Auer 


dfx, dfx, ах, 


"n SES "m 2 "n Se E 
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d px 


187) oder = ғ" (Әл. „Ий. DE) 
я 4° DAR, а! Ге. d: fx 
wo D, — Qn "EUIS t un AL 


] N adib 
D, = SINT I + q үп T mE 2% 


d? fox d: Ги а? fx. 
D, = CH + p + "ET +.... 


Der besondere Fall, wo das Product nur aus zwei Factoren besteht, 


kommt oft vor, und ist 


1°! TO jum 415 +... C . Үстел 


188) d" (fx.fy) d'fx dit cuu we f y aus =, y 
'— d re 


б. 54. 


Sind (Пе Tunctionen Г”, f", PW, e nicht verschieden, und 
auch die Grundgrössen x,, x,, х,,.... gleich, so erhalten wir den ein- 


fachsten Fall 


189) d (fx)" = m (Ех). d fx 
und ganz allgemein 

Ge NLIS Ах Me di Ix 
190) BU E E th. чи а 


wo ni-cn2-...-n(m)ccn 


191) oder == fU c 
d'fx  d'fx dfx 
(IL D pr 2 NUS و‎ | 
d'f d' f rf ү 
192) oder = ا‎ Ke a PS ar +... J t(n + 1) 
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Diese Gleichungen, welche die Bildungsweise des nten Differentials 


von (fx)" angeben, gelten jedoch nur für den Fall, wenn m eine ganze 
bejahte Zahl ist. 


Wenn m keine ganze bejahte Zahl ist, so lässt sich das erste Diffe- 


rential von (fx)” oder у“ aus dem ersten Unterschiede 


- m u 
O E Y = yo m3) o. at s чь ор 
Ay Ay 1 1332 


leicht finden; es ist 
193) Ek? = m.y""' oder d(fsy' em. (fx ч 


was auch m immer sein mag; allein ihre höhern Differentiale können 


erst später folgen, da ihre Bildungsweise Mehreres voraussetzt. 


Durch das Zerfällen von m in zwei oder mehrere Theile, welches 


der Grundgedanke im Obigen ist, können früher vollbrachte Geschäfte 


zu spätern benutzt werden; so ist nach N. 188 


ر 
d'Üxy" d'üxy* det Ф)" d'(xy' ау"‏ 
Gees‏ اص т —F sI + — nd — .. а» ли” up‏ — 
Ab 1°!+ aut "HE 1°" WW‏ 


Dieses Zurückführen des n ten Differentials von an 
die Differentiale "von (fx)', (fx)", (fx)", 


auf 
. . lässt sich auf fol- 
gende Weise weiter verfolgen. Es ist, wenn X statt fx gesetzt wird 


ax . ` Bess dr: q |( X": y>) 


uli v 


1 1? DE 


2-81 21 819 біттік (esse. dX" | Eu 1 + Ж 1 ax” G 1х“) 


n -ıl 
a1 DU a1 n з 
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und nach N. 188 
D RC ai di a2 1 qux doux d NS ах“ E dixe dixe | 


тт, л; тт um крет rcm erm 
oder 
195) AEX” аз+а?з x" d'X" „arra2 Р HN a 5 eg 

"ua o y "mm: ui" C п Gu. 


wo p und q alle Werthe von 4, 2, з,... . erhalten, jedoch so dass 
n=p+q 


Wird in dieser Gleichung a? + аз statt a? gesetzt, so muss 


UNES d'X^ 
— ——— stati ——— 
1“ "o 


und 


a2 + аз гіх” dX" 


EN UNES IIS x" d'X" 
--п- = ——. б + —— 
ША аз AT? a2 q ДЕШ а 


gesetzt werden, und statt r und s die Werthe 1, 2,.. und zwar se, dass 


r + s = q 


Wird dieser Werth in die obige Gleichung eingeführt, so wird 


а Сааи k 4 а1-- a2--a3 gm ах 


nla 


ES aı 1 


аҳ"? 


1 
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а1+а°+а dX“ аза: 
„reset, S (E +аз xe 
a1 қ 


„ al ћаз +3 (р d'X".a24-as Ir ах" a 
— шк s ру а з Жаш xm $c 


ai 'n qm a2 iq 1 1 / 


Da nun p + q = p + r +s =n und q = n — p ist, so lässt sich diese 


Gleichung auch auf folgende Weise darstellen: 
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^; кў, د دا‎ arpa V1 
196) et yen TX 
1 
р. бХ” ах” 
pay "m NUS ч "n 
dX”! d Ж ғ Ж ! 


Ze 3 ER P WER J 


(a1+a2+a3)(a2+a3) Х.х 
ar . Т 


(a1+a2+a3) (a2--a3) (аз) dÉ Sp. г) 
a1 as Pr in(n-p) 


wo p+q= n und p+r +s = n, und jede der Grössen p, q, r, s 


2, 3,.... annehmen kann, 


die Werthe 1, 
So wie von X''" zu X'"''7, so gehen wir von diesem zu 


XU über; wir setzen in der letztgefundenen Gleichung аз + a4 


statt аз; also nach N. 195 


Ал” 13+44 у, dX a3+a4 UC ud X^ -ANG 
ST == А, + d Ee 
1 Im a3 1°! аз (tu) А qu 1 3 


wo t und u die Werthe 1, 2,.... annehmen können, jedoch so, dass 
= n-p-r 


rau ——- s Tu 
mithin den letzten Factor in dem letzten Gliede der Gleichung 196 


p. r EXIT 3 NIS p.r d'X"d X" as4a4 XU. аҳ" | 


> —VrrK  — —.——... EE 
\р,к;5) п(п-р) 1 Mat 4 n(n-p) п "LL a3 ii 


А ( br EX" d'X" aa [t dX" аха 
NE 'n(n-p) ` "m Ee quu H m SL (ТШ) (4 ° qu H CQ | 
m^ аз + a4 х“ [ Dan dr X": а Хғ: d'X"| 
a3 Б Ше nep) V ELE i тіз ^ Por / 
2 as tas = / p rM аҳ“ IX” аҳ” d" X 
" a3 Фут) In(n-p)(n-p-r) ` To D UO е —E . т | 


und іп dieser 


Wird dieser Werth in die Gleichung 196 eingeführt, 


Gleichung statt аз gesetzt аз + a4, so ergibt sich, wenn wir 


17 
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(a1 +... +ар)(а?+...+ар)....(аф+...+ар) — y 
at А а. ИИ daf 


qum 


setzen, folgende Biklungsweise 


cx aL+a2+a3+a4 4 а“ ЖЕН 
+ Mi, ЕЛЫ Lec 
23424 р d'A" аҳ” 
+ Man X Xp ke: : =) 
А che ЖАСУ CA EX; 
+M... 9 X : d Fame” EES, ea Fr кр 
п(п-р). 1 1 1?! | 
we eene пэс qx 
+ M... қ Т ЕТ = НЕ ТП c7 Quilt 
п(п-р) (n-p-r) 1 1 1 py 


wo n — p an q 


== {= 12 со 5 


е |) аз erer Ш 


sein muss, und pqrs,1u-—a3,2,3,...- sein kann. 


Wir finden auf diesem Wege ferner, dass 


Dain a34n4485 n ai 
O d p" ges ^ a24a34a44235 d X 
198) d NU ЖА.” Ұл 
і 1 
H Пі HE ul a2 
+M —— NN ла d" X" ах” 
1 ы» ^ ^ (927 n DUE т) eat 
"Se 7 nt. n2 DU NU ыз, AU d": NS ) 
x nD1.n2.n3 AOK э чыш: EE, d — 5 
+ A э < ` x n ет s л?м, S lx iu xime Tide. m Т 
Mass Dmm MERE Tam vem oam 
n1.n2.n3.n4 ER e Tis WEN. 
vun P EE Jue Py all 


А! EE Keren E лы 
i \n(n-n1)(n-n1-n2)(n-n1=n2-n3) 1 
wo n—-ni! +12 
= ni + Nn? + n3 
= ni + n2 + n3 + n4 


ni + n2 + n3 + n4 + n5 


| 
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und jede dieser Grössen n1, n2,.. die Werthe 1, 2, з,... erhalten kann. 


Allgemein finden wir, wenn wir 


DE X. n2 e * 


-e 45: CE Cu 


m us dem E 


u(n-ni)(n-ni-n2)....(n-ni-n2- ...-n(q-3) 0-43 


setzen, die Reihe 


Ju gr Alt...Fap пуга 


=: пһ2+...+ар 
ju ERG Be, ^ X .z,N, * 40 


п == 


a Eu ZE SE 
+ М. ҚОРЫ y . — 


11,0212 a, " ueli 


1 1 


ni + n2? = n 


ui al u2 a2 n3 a3 
ЕМ. ox N EXC WUX" d X 
{р›3)° * *5,,n2,n37* з" ДЕ ” HER К реп 


1 


n1 + n2? + n3 == n 


+ CS NS. W. 


Y 2 P Re" х араық 0-5 
KEE ETE o NE x. LE o REESE - 77< 
ni + n2 +... + n(p-1) = n 
ni aa We a2 dX" 
X". A d PM 
EE dup ы ° (n uci T "Lum pp ut ZE кыша 


ni + n2 +... + n(p zn 
Der Uebergaug von 


(СЕ CU тар zu CAN tes t Rae 
besteht, da in den (р-1) ersten Gliedern dieser Reihe unter dem х 


kein a(p) vorkommt, darin, dass in den Vorzahlen des s in allen Glie- 


dern ap + a(p+1) statt ap und nur im letzten Gliede 
5/2 
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di? аран d? x" 
nyli statt Т" 


1 
gesetzt, und dieser Factor nach N. 195 weiter behandelt wird, welches 
Geschäft oben auseinander gesetzt ist. 

Diese Gleichung 199 findet zuerst Wronski in seiner Phil. de 
la T. Seite 260 N. 340, aber auf einem sehr mühvollen Wege von 
Seite 248 bis 260, Der Weg, welchen wir hier eingeschlagen haben, 


ist sehr verschieden von jenem des Herrn Wronski. 


% 56. 


Wenn die verschiedenen veränderlichen Elemente іп verschiedenen 
Factoren von einander getrennt vorkommen, so gibt die Gleichung 
179 das theilweise Verfahren beim Differentüren an, oder in allge- 


meinerer Form, wenn willkührliche Grössen damit verbunden werden, 


die Gleichung 181, nämlich 


“зс А. c f (ya... y, 
200) (a, E ob), t d Bag EA А е "ur 3 y.) 
АА tege, y.) 


n-ılı ılı 


+ (a, + 1) ),, ` 


1 1 
GEN eoe de. mu. low 
+ (а, + 2b), · uc I 2) 


ағасы» EXLIX ix . e 


ee Nr "A 
+ (a, + nb J E =: 5) E DUM Y 


d e 0) Та | а СТОКС КЕБА) 


= (myo) EN gnus 
d^ Westm E SN dA (е, D. de (у, y] 
+ À... ° бур mer Vor ЧОТ! та” 7% ZH 


wo die Vorzahlen wie in 5. 28 bestimmt werden. 
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Ісі 
201) (а, + sb 7, === (а + sb)”" 
SO ist 

DER) 
Au = ur + (a + sb)" 

und ist 
202) (a, + sb), = (a + sb)” 
so ist 


Ius = [a аг ob, a + ıb, a + 2b; ss e$ a + sb] s; .b 


Der einfachste Fall von diesen allgemeinen Gleichungen findet statt 


bei m = 1, nämlich ө 
203) а> Tena, d E, Porm 


+ (a + ıb) THEE Ks хр), d'f (y,, yo У.) 


+ (а + 2b) ER x o Xx) CEO Ya o Ya) 


n-2lı 


1 apu 
+ ° . 
du (a + nb) К d° fx, due "99 x.) d df (у, E WË Ў) 
1 1 
zm d МС ек (у-у) т. ф ix... 
= a қалы ыы WR RTT اا ا‎ 
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Zweite Abtheilung. 


L DIFFERENTIIREN MIT ABWECHSELNDEM 
VERVIELFACHEN ODER MESSEN. 


57-20 


Mit dem Differentiiren wollen wir noch ein anderes Geschäft und 
zwar das Vervielfachen verbinden, so dass die beiden Geschäfte Diffe- 


rentiiren und Vervielfachen mit einander abwechseln z. B. 
z.dj2.alz. a(z . a(x y) |) ) 


Wir geben hier zuerst eine Theorie dieser Producte oder eine 
Theorie der mit dem Vervielfachen abwechselnden Diffe- 
rentiale, und glauben hiedurch der Wissenschaft einen nicht unwich- 
tigen Dienst zu erweisen, indem wir ein Feld anbauen, was bisher 
noch keiner versuchte, aber eine Menge neuer Wahrheiten hervorbringt, 
die für Entwicklung und Summirung der Reihen von der gróssten 


Wichtigkeit sind. 


Es sei 
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204) (х, хуш 
FAN, اا ا‎ 
2, к= Ул 

und 

205) ZZ dg 


Z.d(Z.d|X) Les (kt 


Z.d(Z.dlz.dlxi]) = (2.dyX 


Wir legen nun das Product X.Y zu Grunde, differentiiren und 


vervielfachen mit Z 

2, А.” ад XV SSK (Z N) 
und wiederholen diese Geschäfte mehrmalen in derselben Ordnung 
z.d (Z.d (X.Y) ) = Z.d (Z.d (X) | X Yrnzd(X) x Z.d(Y)+X х2.4 (z.a (|) 
und : 
Z.d (Z.d [Z.d (Х.Х) | Z.d (Z.4 (z.4 (X) | | x Y+3.2.d |Z.d |X] | xZ.d (Y) 

+ з.2.Х)х7.4(7.4(Ү)| + XxZ.d Z.d (Z.dY | | 
oder 
ZINK MEZ X X (Z.d)Y + (Z.dy X x (Z.dyY 
(Z . dY (X . Y) = (Z.dy Xx (Z.dy Y e s.(Z.dy X X (Z.dy Y + (Z.dy X x(Z.dy'Y 
Das Gesetz der Vorzahlen ist jenes des Binomiums, und es ist 

(2.47 (X. Y) (Z.dy"Xx(Z. d'H (Z. dy?X x(Z. dy'Y 


А al=ı -ıl- 
0—1) p 


+ IT Ly X x(Zdy Ya. U (dy X x (Zd) Y 
d 
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Der Uebergang vom Vorhergehenden zum Folgenden besieht darin, 
dass in jedem Gliede jeder Factor mit Zd verbunden wird, während der 


andere Factor unverändert bleibt, und dass jede zwei zusammergehörigen 


zahlen nach der Vorschrift 


- 1- - 

(n m ms 1 (п ү” йү" 1 rye co 1 
] ne e е 

1 La 1 ‚Bei 


vereinigt werden. Es ist daher ganz allgemein 


01-1 
206) CERA EPER TD (мдү 
1 


11-1 


И md) Y 


ali 
1 


al-ı 


a ЕИО С, dy Y 


4? 


Ed ` ` . . . . з H * H 


nl-ı 


Exe. OEC. X 
1 


Untersuchungen, welche viel später folgen, veranlassten mich zu dem 


Versuche, (Z. d>" (X. Y) in die einfacheren Differentiale 
ZI (Z.dyX, (Z.dyX,...umd (Z.d) Y, (Z.d) Y, СҮ А. 


zu zerlegen, welcher, wie diese Gleichung zeigt, zu dem glücklichsten Re- 


sultate führte. Der Fall, wenn Z — 1, ist längst bekannt, aber dieser 


gehört nicht hieher; denn in ihm ist das mit dem Differentiiren ab- 
wechselnde Vervielfachen ganz aufgehoben, welches doch der Haupt- 


gedanke dieser zuerst aufgestellten Wahrheit ist. Es ist bekannt, dass 


bei Summirungen der Reihen und auch bei Éntwicklung der Functionen 
in Reihen, (unter andern bei Paoli) Differentiale wie 


2:4(2.4(2.4(......2.4(Х.Ж)......) 


ne ı 1 n 

vorkommen; es hat aber noch keiner unternommen, diese zu- 
sammengesetzte in einfachere Differentiale zu zerlegen, ge- 
schweige eine vollstándige Theorie derselben aufzustellen. 
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Mehrere Wahrheiten beim Differentiiren, welche entstehen, wenn 
in den folgenden allgemeinsten Gleichungen, die sich auf diese Haupt- 
wahrheit 206 stützen, Z = 1 gesetzt wird, und wovon mehrere bekannt 
sind, übergehen wir, weil mit der allgemeinsten Wahrheit auch alle 
darin begriffenen speziellen Fälle bewiesen sind. 

Diese Wahrheit kann auch in folgenden Zeichen vorgelegt werden 


\ 
207) (Z.dy (X.Y) = ((2.0Х ж(2.4)Ү7) 


oder in folgenden Zeichen 


nti 


208) (Z.dy (X.Y) ы ren | (L.d) Y 


"ge woa + =n 


Gehen wir zu Producten mehrerer Factoren über und’ setzen 

| H. = Ши ea m 
und Y . U statt Y, also auch 
O (Z.dyU 


таз ar 3. чое e —b, statt 


(а) у 


15M 


so finden wir, dass 


ZEND (X.Y.U Z.dyX (Z.dyY (Y.dyU 
209) E = xŠ N I in woa+cte=n 


und allgemein finden wir, wenn 


са? сіз UN mms 

210) b (x^^, xí WEE n 
(2) WI Bet, ы 

f, (x, 3 x, >. 3%) = f, 

LJ H H D * D . Ф % т 
tm) (m) ап) er 

px 2 х, 2527 sss s Xon с шй f. 


OI 12,2 о Ке.) 2 


gesetzt wird, dass 
18 
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ZIELE) _ (Z.dy f, Gärt, Gärt (Z.dy'"f 
211) "ү c -—— UL % vili — valı 2 en ` " Рава 
1 1 1 1 1 
wo vi + ‚2 + 35... +» = H 
оЧег 


212) =: (2.45 + (2.05, (2.45, +... + (2.0) f) 


wo die Stellenzahlen nicht über f sondern über (2. (4) gesetzt werden 


müssen 
oder 
213) E als = C(n,m) 


1 
aus den Elementen der verschiedenen Reihen 


а бата Рл ИЕ «Gu 
1 = 1°! H PA 2 EL o Ue 


(2.44, (Z.dyt, (Z.dyf, 


D. =z 1°! SES 1 JE > Же 
N (®.4у'%, Gart (2.071, 
a — mo pm Se e 5 o uwo C 
oder 
214) = (BD “йу. D. v2 mque 


Setzen wir in diesen Gleichungen Z = 1, so erhalten wir diejeni- 


gen, welche in der zweiten Abtheilung gefunden sind. 


j. 58. 


Kehren wir wieder zu dem Producte aus zweien Factoren X und 


Y bestehend zurück, wo 
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ба с=т Xp 


y — f, БЕ yi) 
Z == f, CH SR ee A 


ist, und vervielfachen die Gleichung 


(Z.dy (X.Y) (RAFIK  (Z.dyX 
MEE 9 = ae ` NEW уо р == 0, 1,...; п 
mit a und die Gleichung 
Nb "A Z Dac (Ж Сі 
Qo dr LN ҮТ 5. ш эк== caa 


1 


welche aus jener entspringt, wenn Z.dY statt Y eingeführt wird, mit b, 


und zühlen beide Gleichungen zusammen, so erhalten wir folgende 


= Z.dy 4 Дж „Ж% 
ЭТУ da s s P ж An © 2-0 ко: : < = 
Z.dyX  (Z.dyX š Z. 05 Тет Е 
"To Y TETUR 
Zn ud iv 5 2. Я Z.dy 
‚ + (a 2b) кее кат +... + (anb). 9-2 . ехе 
1 


wo a und b ganz nach Willkühr-angenommen werden kónnen. 

Wir gehen von dieser allgemeinsten Gleichung zu einer weniger all- 
gemeinen, aber wegen der Folgerungen, zu welchen ihre Eigenthümlich- 
keiten Veranlassung geben, desto fruchtbareren Gleichung über, und setzen 

X= Xr und Y = Ai 
also 


X.2.dY= og? Ku. gk = 1. .Z.4 X") 
p+q 


Die Gleichung, welche hieraus hervorgeht, ist: 


18“ 
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216) an E (аху |. DK | (Z.dyx 


р+9 47 1 t 


(Z.dy"X' (Z.dyX 


+ (а + 1b). 1710 DO 

+ (a + do . 8 5 LT 
1 1 

gu 

+ (a + nb). аш Е Се 


Diese Gleichung erfüllt zwei verschiedene Zwecke, einen, um aus 
den Differentialen von X" und X?, in welchen das Differentiiren mit dem 
Vervielfachen abwechselt, die Differentiale von Mr? zusammen zu setzen, 
und den andern, indem sie gestattet, in besondern Fällen für die Grössen 
a und b, welche nach Willkühr angenommen werden können, solche 
Werthe zu wählen, dass eine vortheilhaftere Bildungsweise hervorgebracht 
werden kann. 

Wird diese Willkühr der Grössen a und b aufgehoben, und auge- 
nommen, dass 


bnq 
p + q 


a = — 


so entspringt aus dieser Gleichung folgende zurücklanfende Bildungsweise: 


217) (mq—o(p +q) - Z Q қ et 
(Z. dy А Ua 


+ (ng-1 (p + q)) 


+ (ng-2(p + q)) 


+ 


+ (n q—n(p + q)) 


ЕТП 


Wk d 


п-211 


1 


(Z. dy X: 


vli 


1 


j i 


1 


(Z.dyX3 


1" 


(Z.dyX' 


* TCR BN E 


1 
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Diese zurücklaufende macht hier den Uebergang zu der allgemeinen 
unabhängigen Bildungsweise; wird nämlich in ihr q — 1 gesetzt, und diese 


mit einer ihr verwandten Gleichung in der Analysis N. 38 Seite 60 


(n-o(p+1)). Pim + 1) . = x 
+ (n-i(p+1)). Pfn RE 
+ (а-2(р+ 1). Pac). = 
+ 
Mie eet ait A 


ail — 


1 


woPz( 4:2 X (2.4ух G QX — U a: | 


ge тте? ali 3 


1 1 


durch Abzählen verbunden, so entsteht durch diese Vereinigung der beiden 
Gleichungen eine dritte 


oY EN n p 
(n ~ ò(p+1)) («сара . e. ИЕ - Prin +1) | 


i 1 


+ 


(ржа). С. (ре | 


+ (n-2(p + 1)) же? e E - Р) 


SC CN a we 


+ (а-п(р+1)). 


"uli 


1 


(Z.dyx UNT en | жы, 
E | 


welche, da 


ор 
— x es pet, 
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ist, zu folgenden Gleichungen führt 


Z.d)X' А 
ari. ыз Pro wenn n = 1 gesetzt wird 


ılı 


1 
(о Ре із n = 2 
1 
rn Ры пшез 


und allgemein zu der Gleichung 


218) ыз. Жы = Рр + 1) 
wo 


X = Т же ЖИ, nz. a.) 


und 
( дух (2.ауХ (Z.dyX \ 
Р. = 1 2 ————— s MET D * AOD. % 

| 1 ШЫ 1 1 ^ J 


welche, da p in den obigen Gleichungen ganz allgemein ist, die unab- 
hängige Bildungsweise für jede mögliche Potenz von X angibt. 
Піс Geschäfte, welche diese wenigen Zeichen vorstellen, können nun 


entweder nach der Vorschrift 30 der Analysis Seite 49 ausgeführt werden, 


nämlich 
È $ St | IU 
219) E D = = 4 24 Д те) E deg h а-а 
би и" Р D 1 
X  U'f(n-i XC wm 
qala 9 CH +,.... + то ix 
wo 
қт.аух (2. d SS FAD X \ 
LIW = [тшт 3 Ж 711% 3 на Або c cc 
oder 
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1-1 


D D 04-1 
220) ааа =P — . X, C(no) + Far С(а, 1) 


"Wée RE "MA 
al-ı ) р? 
+ ZAIT Dip 2+ ....+ EL . K. CO, n) 


aus den Elementen 


(ан (Фұлах, Z дух. 


DÉI me TO 


y еза е 
1 


oder nach der Vorschrift 31 der Analysis Seite 53, nämlich 


SEU X" us Ma X | P" f(n 1) 
221) Qu P =š p-n For jam 
1 Xr" Pr" fn + 1) 
Е. pne zn КАШ 
1 Жо Ee Ee ы) 
+ с 214 ULL ЗІ oc 
p-n+2 1 1 


1 AT P^ f(n 41), 
N — س‎ En ) 


wo P die obige Bedeutung (in 218) hat. 


$ 60. 


Diese Bildungsweise, welche 218 angibt, erstreckt sich auch auf die 
mit dem Vervielfachen verbundenen Differentiale von Producten, welche 
aus gleichen und ungleichen Factoren zusammengesetzt sind; denn ist 

f(x,, x, Sex "zx ) 

D E ) 

DOO uda. ТА АУЫЗЫ 
) 


(3) (3) t3) 
f (x: X‘, و‎ X, , c 


U^ 
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so ıst nach 206 


(Как) (Б (Gë (Ldy£' (Жду? 
Eum: 5 m: pu а e + DU "НА 
und 


(P".Q'fn1) = Р.О" {т +)+....+ Р” Қожа). QG 


wo 
IZ WD (Жау ZDE \ 
d ағы Ж чүп ж e o 
und 
ES OOD ITA E Аса i 
NI “жа: | "ET ? "mn NE ONU 2%» C | 


Da nun nach 218 je zwei entsprechende Producte dieser beiden Glei- 


chungen gleich sind, so ist auch 


(® Ау (E e 


E 


1 


222) = (P”' . Q7) Қаз) 


Verfolgen wir diesen Weg weiter, und verbinden die beiden Glei- 


chungen 

Gern) (Ze (Bar, Ж кїз At 
NO... c = u] . E. S— ыса DU 1 
und 


(P^ QPR”) f(n + user, Ort, R Em +1) +... (P.Q) fu 1). R^ E 


wo 


ae (EEE CH 


1° › 14% 
so finden wir, dass 


223) (Z ë а ES £7) E (Pr: Jr ; BI" Қа + 1) 


Zuletzt kommen wir zu der allgemeinen und merkwürdigen Gleichung 
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EAE E. 


224) dp o (Pu A BENED 
wo 
Puy, CD NN 
ا‎ „в aos o DT | 
A OH, (Z.dyf, (2.8 н 
P: = (a =. уз 2.44... | 


WO v1, у2,...., ym jede mögliche Grösse vertreten. 


Von dieser allgemeinen Wahrheit, welche sich über das zweifache 
Geschäft, nämlich Differentiiren und abwechselndes Verviel- 
fachen, erstreckt, fand Rothe zuerst einen ganz speziellen Fall, in 
welchem das Vervielfachen aufgehoben, also Z = 1 ist, und Ё, £,,... nur 
Functionen von einer Grundgrösse x, und vi, v2,... nur ganze bejahte 
Zahlen sind, und zwar vermittelst der Reihen, im Archiv der Mathematik 
1r Bd. Seite 228 vom Jahr 1794. J. Fr. Pfaff erweiterte ihn dadurch, dass 
er ihn für alle möglichen Werthe von v1, v2, ... in den Combi. Samml. 
2r Th. Seite 157 bewies. 

In der grossen Allgemeinheit, wo das Differentiiren mit dem Verviel- 


fachen ahwechselt, erscheint die Wahrheit 224 hier zuerst. 


ó. бі. 


Diese gemeinschaftliche Bildungsweise der mit dem Vervielfachen ab- 
wechselnden Differentiale und der Glieder eines Polynomiums bei jedem 
möglichen Exponenten und bei jeder beliebigen Anzahl der Elemente ist 
aus der Gleichung 216 entsprungen, und ist eine der Hauptwahrheiten der 
ganzen Untersuchung. Dieses veranlasst zu der Gleichung 216 wieder zu- 
rück zu kehren, um ihr die grósste Allgemeinheit zu geben, welcher sie 
fühig ist. In ihr sind die Exponenten p und q unveründert, wir wollen 
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diese zu~ und abnehmen lassen, und uns die Gleichung in allgemeinerer 
Gestalt vorlegen, und fragen, wie müssen фо, Q1,...,Qn, Fn beschaffen 
sein, dass 


(dr (Z.dyX* go Gin, E 


Z.dyXr" (Z ух" ZU xe (max 
+ = К DUR Фф? ge ET Qn 
7 . "ҳу 
= ( E ‚Еп 


Eine fast gleiche Aufgabe haben wir in der Analysis Seite 61 gelöst, 
und dort die Eigenschaften der begleitenden Factoren фо, Q1, Q2,... 
gefunden. Es ist nicht nöthig, das Verfahren beim Aufsuchen dieser 
Grössen, so lehrreich es auch ist, hier nochmals zu wiederholen; wir 
setzen Leser voraus, welche unsere Analysis kennen, und nehmen diese 


Grössen an, nämlich 
a + nb 


(p + nc) (4- nc) 


worauf in der vorgelegten Gleichung nur noch Fn zu bestimmen ist. 


Qn = 


Zur Erleichterung der Untersuchung sei 


(®.4уХ' x 


1 
Setzen wir nun n= o, 1, 2, 3,..., so wird 
Xiao = ХЕХ фо 
AB X'X' фо + XXT фі 
X PA= NA ро + RIIT 01 н KURT es 


! 


X" En NXT go + ХХ pi + XUUXTU фа 5.2... + ХХ" Qn 
Wir vervielfachen diese Gleichungen nach ihrer Folge mit 
d'Kim, (q-c) Xt", (е), о.о en (q-no)X "= 


zühlen alle Gleichungen zusammen, und setzen nach 217 
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(q-sc) Xp" X;5" 4 (q«sc-o) TUR £i... (дес) Хе X" ze o 
Wir erhalten dadurch die Gleichuug 
q Xr" STT. Fo + (q-e) X Kn. Fi 
+ (9-20) XY" XT" , F2... + (qnc) Xia Хе, Fn 


Q8 nb 


— £ МЕ Neues Ушаш p*nc 
(q nc) n 2 0 p + nc u 
welche, wenn sie mit der Gleichung 
(ааа рае) а xm ү кр 
\p р(р+9)' \p р(р+ ° "sc 
e ja, n. ipu) Xr pes == а + п b d Ss 
\р p(p+q) р+ nce 


die nach 216 gebildet ist, durch Abzählen verbunden wird, folgende er- 


zeugt : 


BET gro) : NX 
р ` Dpra 


+ (5 +1. Ьр-ас_ ba Lat ew 
р Р(р“Ф 


a ' bp-ac т T 
*[—--2. -(4-2с GES құлату 
5 p(p*q) ai" 


+ H H H H D H D ` . H H D . D « 


a bp-ac Е 
+ [—4n.—— — -( EDI pe E MU 
ir p(pP+q) o 


und, wenn n = ò, 1, 2, 3,....; gesetzt wird, zu den Werthen von 
ho sp e p 2. fahrt, 


195 
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Fo — 
Padi 
ПИ ЧИЩЕ У Жы 1(bp-ac) 
pq-o P(p+q)(q—o) 
ү а 2(Ър-ас) 


77 р(9- 2) E SECH 


к a N 
р(а-ас) р(р+ч)(ч—пс) 
Es ist folglich 


No JUAN ағы 


225 Шы» IO ee 
p.d ge iF 
a + 1) (2. ау Хғ (Z. Cer, CC 
SÉ E er "m uada 
(p+c) (4-с) 1 "EAD 
arbe (Z d) XS api 
= om Кочу cenae cL > жегіп S 
(р-еес)(4-2с) 1 1 
+ 
a4 nb. (ОЕА (а) г" 
(p+nc)(q-ne) i R У = 
__alp+gq) + n(bp-ac) | (Z.d)X"* 
Sinz (qne) 2 
wo 
Xen.) 
und 


f NOTE Ze) 


5%. 62. 


Der Reihe, welche wir uns oben vorlegten, geben wir eine grössere 
Allgemeinheit dadurch, dass wir den verschiedenen Potenzen von X noch 
zwei willkührliche Functionen U und Y zugesellen. Die viel allgemeinere 


Aufgabe ist jetzt folgende: 
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Wie müssen фо, Ф1, Ф2,..., beschaffen sein, damit die 
Geschäfte, welche die Zeichen 
(Z.d) (X°. U) (Z. d) (X*, Y) ‚фо 2.2. ау E AR (2. е Digi 


1° Т FC 111 


Gay tn ir ID (id pex port y) 


(Zu CN" Uy (2. dy Y) 


үйеді Тоны 1 FOL фп=шЕ 
Z = (2,,2,,2,,...) 
X = EE e e С ) 
U = Шш ud ЫМ; .) 


Y = Les AE yes E o. 52 ) 
angeben, durch andere Geschüfte ersetzt werden kónnen? 
Wir zerlegen den ersten Factor jedes dieser Producte nach 206 in seine 


Bestandtheile, und zwar so, dass 


(Z. (Z.d)" (X, Di 


"Mr 
1 


(Ld)X"" Gärt (ZAJ X"! (LdyU, | (LdyX"" (Z, йу 
4 geh "mn = Fug SEN | iuo ЫА 


Durch dieses Zerlegen und durch die Sonderung der Differentiale des 


U von den übrigen Factoren geht die vorgegebene Reihe in folgende über 


|Z- X (ZA (XS. LM NC zh E xpo Y) ۾‎ (Z.d)'U 
E ` ЕГЕН oor xx T Teu NE pn). 1911 
+ . 54 ` . e . . . D . e . . . a . „ GK e © 
4% dy'X"* (Z. dy X“, Be, „ad“ E X (Z.d) (X**Y) e janu 
= u т» Е себи тие "Lä жй. Ш DU 
+ . 
Дек qu gri 


Z. 
Die Producte, aus welchen die Vorzahl von са besteht, können 


in zweien Fällen durch ein einziges Differential ersetzt werden. 
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Zuerst finden wir durch Vergleichung derselben mit der Gleichung 


225, dass dieser Zweck erreicht werden kann, wenn 


a+sb 
©® == = e Ae 
(р«вс/4-с) 
angenommen wird. Die Reihe, welche hiedurch entsteht, ist 


a Gär (2. Ф 


226) Dic GE т", nli 
p.d 1 1 
а + 1b ‚©. ФС: U (Ж.Чу ХХ 
(р+с)(ч—с) zi Zéi 
а + 2Ь (Z.dy(X"".U) (Z. sai ей 
Ы (p--2c)(q—2c) X: - TW 
+ “Те, 57:95 o mu 
a + nb (Жу RM) охе" 
Қазы ege n ub ГӨ = 
(penc)(q-no) ` ы” d" 
5 1 /A+0.B (Z. qi xr (Z.d) U 
FT (p-q)q-uc) \р+о.с T" D 
A+1.B (ZA X (Z.d)'U 
p ET. n - ue "Em 
„A+2-B (2.ау хын (Z.d)'U 
UK EE cm 
јә . * . . H 
Atn. B G. dyx"* DU 
VEER c „ga 7 nli 
wo 
А = а (р+4 + n(bp-ac) 
und 


B = bq-ac 
Bevor wir zu dem andern Falle übergehen, ist es nöthig von diesem 


ersten einen ganz untergeordneten Fall zu erwühnen, in welchem die 
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sämmtlichen Producte, welche nach dem Gleichheitszeichen folgen, durch 
ein einziges Differential dargestellt werden können; dieses geschieht näm- 


lich, wenn 
bp — ac 


also 
А —a(p + q) und B Ut + q) 
b 


Die vorstehende Gleichung geht dadurch in folgende über 


227) ' Z (KU) Gd 
4-0с 1 1 
1 EG азар 
еле Же e р 
1. Maar Тен 
ee ee ұзат 


». D D a D a D D Li D H ` . . а 


EC Me U, qa. ау Xe 


q-nc 057 491 
СЛЕ КО.) 
^ q-nc : dal 


Der zweite Fall, in welchem sämmtliche Producte, aus welchen 


die Vorzahl von te besteht, durch ein einziges Differential ersetzt 
1 


werden können, ergibt sich aus der Vergleichung dieser Vorzahl mit der 
so eben gefundenen Reihe 227; wir finden, dass, wenn wir 


1 


dim с 


annehmen, die genannte Vorzahl durch 
1 (ФОХ) 
р Ж SC * reum 
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ersetzt werden kann, wodurch folgende Gleichung entsteht. 


. (2.4) QC. U) (2.4) Qo. Y) 


2 ie ا س ا‎ 5 5 
28) p quo Del 
1. (ZO KU) (Z.d)" (X7. Y) 
p 01: ан ү nn 3 
г ооа DD AI ED 
p+ 2C OM E EE Т 
+ . e E s. a; . 
ALI e Z.dy( Qe U) (2. dy (x7 s E 
TT oen 


A e 


nli 


=== "m 


р. 1 1 

g ШП, Шей У 
Dir TT dps 

Wr u sa ua 
pec Pur 3 a-2lı 


—  ,— n مي‎ EZ ———— 


penc 1 1 
Joh. Fr. Pfaff findet im 2ten Bande des mathemat. Archivs Seite 
67 zuerst auf einem von unserm ganz verschiedenen Wege einen 
sehr speciellen Fall unserer Gleichung, welcher ensteht , wenn 
q = - p, m = mi = m? =: und Z = 1, also das abwechselude Ver- 


vielfachen aufgehoben ist. 
% 63. 


Diese Producte sind von den veränderlichen Factoren 


1 1 1 1 


E , 5‏ وڪ 
p peo р+2с p+c‏ 
besleitet. Bevor wir zu andern Producten übergehen, wollen wir noch‏ 
g ›‏ 5 


die Frage lösen: Können die Producte, worin die Stellen- 
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zahlen von (7.4) und von X abwechselnd steigen und fallen, 


durch andere ersetzt werden, wenn diese Factoren nicht 


vorhanden sind? 


Die vorgelegte Reihe der Producte ist 


(Z.dy (U.X) (Z.dy (Ұ.Х) (2.0: (U.X) (Z.dy" (Y.X"7) 


Ы Alt 4 Zinn 


„AHWR ys dy (xy. o ERU. X) ze 
1 m Del ECH 


EID Қыр 
= z neq, 09 

Wird der erste Factor jedes dieser Producte in zwei Theile zerlegt, 
(А.а (U.X" ^) = (ау (X".Z.d (U.X")) +s. c. (Z.d) ' (U.X . Z.d X) 


so zerfállt dadurch die vorgegebene Reihe in zwei Theile: 


Ux. TEES 


vin * "n 
Хи dY- (X*.Z 'd U Gét (0.07) 
10 Ы 0p) 
+ Gab Lt E. d (09) M OLD m 
Г cU — ee 4 VT TET ND 
ЕЕЕ ИУ О ССС 
1 4.47(Х%.2.а (U.X?)) (Z.dy (Y. Sg 
EY сч, аш A SE yr. 
um (G.d) (U.x"- MAS о о y 
LZ „ {н р : Т ЖЕТІП 


ж 2-4) (U. X. AD (ENDO 


ч! 472l 
+ D . D D D . . . . D D D D D D e 
E YO. Oo. (2.dy (EE 
үн 195 
20 
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Der erste Theil dieser Reihe entsteht, wenn in der Reihe 228 
n= n=, f zm q—c, pe 
und ; 
D = Z. ль 
gesetzt wird; alle Geschäfte, welche zur Bildung dieses Theils vorge- 
nommen werden sollen, können ersetzt werden durch folgende: 
(2.dy (U.Y.X") 
1 
Der zweite Theil der Reihe entspringt aus der vorgegebenen Reihe, 
wenn 
n = 1-1, p= p + с, q = ҷ-с 
und 
U Ue хх 2 22 
gesetzt wird. Wir erhalten hiedurch eine zurücklaufende Bildungs- 
weise , 
(2.0) ( 645 Ya XER 


+с.х(п-1, pec, т-с, U.X. Z. d X) 
> 


xz (n, p, q, [Jy == (Z 


welche den Weg bezeichnet, der zum Ziele führt; bilden wir nach ihr 


folgende Gleichungen 


uL eU WEXU d X) 


[2S 
1 


c.z(n-1, p+c, 9-с, U. X" .Z.d X) =c. 


6.5 (n-2, p+2c, q-2c, U.X *.Z'.(4X)') 
(eq D Ne Séch 
OE Bee, 


ТЕП 
1 


+c’. z (n-3, р4зс,4-3с, U.X^7.Z'.(dX)) 


c°. x (n-2, p&2c, q-2e, U.X *. 7°. (dX)')= c° 


(7. ау СА xh zutdx)y) 
пасла 


c". z(o, penc, 4-пе, U.X* .Z*. (dX) = c. Tr 
1 


und zählen diese zusammen, so bleibt auf einer Seite nur x (n, p, q, U), 


und es entsteht die Gleichung 
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n5; (Z.dy (Ш.Х) (2.4) (Ү.Х?) 
Dee mu e 1" 
(Z. d. Xr az 
ets UE N er 
NE Ao es 
+ ENS Ir c yu 
+ . О Sec e тылы ЧЕТО. Ром 
Ел VE REDE жа 
Қы UC um 


2.0. (2) QU. XXe Gary) 


"ED 


с”. Жар, WU WX UE ғау) 
| و کک‎ a d ЯР 


u-ili 
1 


Кеде CUS Me 


ze 
z e Ar UNDE E E 
CONG. рау р рр 
wo 2, X, U, Y willkührliche Funktionen von mehreren verschiedenen 


Elementen sind, welches auch oben schon angemerkt ist. 


Einen sehr speciellen Fall unserer Gleichung hat zuerst Joh. Fr. Pfaff 
im zweiten Bande des mathematischen Arhivs Seite 71 gefunden, 
wo ausserdem, dass das abwechselnde Vervielfachen darin nicht vorkomnit, 


noch q — - p ist, welche Grössen hier ganz willkürlich sind. 


20 * 
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H. Fortsetzung der Untersuchung über die mit dem 


Vervielfachen abwechselnden Differentiale. 


{. 64. 


Die Stellenzahlen von (2.4) oder der mit dem Vervielfachen ab- 
wechselnden Differentiale, deren Gesetze die vorhergehende Untersu- 
chung vorgeführt hat, steigen und fallen um dieselbe Grösse. Wir 
wollen diese Stellenzahlen unveränderlich annehmen, und zuerst den 
einfachsten, aber auch zugleich sehr allgemeinen Fall wählen. Es 
werden zur Abkürzung folgende Zeichen gewählt: 

хс ст, x OO iS) 
X,— f, (X, х,, х, ) 
ЕЗ”. CGD 

) 


7, = Ë (2,, 2,» а 
und 
0 0 1 > d A т n r>h 
230, X u ARE TEST NE т L Diet Y 
e iv. - Р л 
О as 
TORT. + ы туе Q (n, m, U) 


Die Aufgabe ist: Die Geschäfte, welche durch diese Zei- 
chen angegeben sind, durch andere zu ersetzen. 
Wir kennen zwei Wege, welche zum Ziele führen; der erste 
besteht in dem Zerlegen des einen Factors in zwei Theile 
ЖОК Iu t ZW us DI Xm inu X: 
oder 


(Ld Et, ad" УАШ CLE QU Xon. dx 
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Hiedurch wird die vorgegebene Reihe in zwei Reihen zerfällt, 
X x (Z.d)"" (X'.Z.dU) 


Ca, m,U)= тан — rais 
Хх (Z.d)"" (X".Z.dU) X° x (Zda) (О.Х ‚ Z.d X^) 
" БҮГІН стони МАЛЫ e -.1 
d ЛЕР a 
X X (Z.dy (X™Z.dU) A TE (ОХХ . Z.d X) 
“а "eer < * & Осы о о < d ЖЕ 7, М7 см Qu 0v . 
m X" x (Z.dy" (Ха 2.40) p X х( ау (X77 Z.dX^) 
Enc verc UN ЕТТІ 75? 


welche beide dieselbe Gestalt haben wie die vorgegebene Reihe; denn 
die erste dieser beiden Reihen entspringt aus Q(n, m, U), wenn 
m — m-1 und U == Z.dU 
und die andere, wenn 
n = и ez m-1i:upd U SUDO 


gesetzt wird. Wir erhalten durch dieses Zerlegen eine zurücklaufende 
Bildungsweise 


231) ` gin, m, U) = Q(n, m-1, Z. dU) +X X Q(n-1, m-1, U. Z.d X^) 


welche auf den Anfang der Zahlenreihe о, 1, 2, ...., m oder auf 
Q(n, o, U) hinweiset. 


Dieser Anfang besteht in einer bekannten Reihe und ist 


"m ; K Ue X" C mM" X 
232) 2 (n, o, U: xe em. - Pic E. sli 


1 


= et dk. CHX. CH 


Gehen wir zu m = 1, 2,3,.... über, so finden wir nach der 
obigen Vorschrift, dass 
Ф (п, 1, U) = ọm, o, Z. QU) +X x Q m, o, U.Z.d X) 


oder dass 
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ee NU 


22520; г, Uy — -- 


+ -3 : ( +K X)" .Х. 0, 2. а x^ 
1 


und dass überhaupt die vorgegebene Reihe Q(n, m, U) in folgende 


neue Reihe übertragen werden kann: 


aan  Xix(Z.dy (U.X") | Xi x (Z. d" (U. X") 
2 Таны ма Шай, ҮЙ en ك‎ 


1 1-7 


„Хх (2.000. х") PR me fr. ау (0.Х") 


чн, real Tet 1 I 1 


= چ‎ .X* (aX, XD". (mU), + 


Nn 
1^ 


E (eX Ху р(аһ ДТ); 


+ НХ Të, Dt XT X ХУ", U), 


in welcher die begleitenden Factoren nach folgendem Gesetze gebildet 

werden müssen: 

235) Q(m,U) = Q(m-i, Z.d U), 
Q(m,U) = Q(m-1,Z.dU), + ¢ (m-1, U. Z. d A. 
Q(m,U) = @(m-1, Z.d U), + Ọ(m-1, U.Z. dX"), 
Q(m,U) = Ф(ш-і,2.4 U), + Q (m-1, U.Z. d X^) 


Q(m,U),., = Q(m-1, Z.dU), , + p(m-ı,U.2. d X^)... 


N 


aU) = Q(m-1, U. Z. d X^) 


mei 


Aus dieser zurücklaufenden lässt sich die unabhängige Bildungs- 
weise herleiten; zu dieser können wir aber auf einem andern Wege 


gelangen, den wir auch versuchen müssen. 
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$. ^68. 


Bei dem zweiten Verfahren gehen wir von der Reihe aus 


А” X (Z. Ge (U. X"). A'X (x ау" (U. X) x (7. dy (U. x"). 

E UR N a Far Teer "EI EK 211 ... 
=s ду [MU X" A AT KR | 
14.. \ "m 2 10 1", nm 1? 11 qu ....... ) 


_ Gay (0.(ағА. ху) 


qu 


in welcher A eine beständige Grösse ist. 


Die vorgegebene Reihe 230 entspringt aus dieser, wenn nach dem 
Differentüren А == X, gesetzt wird. 
Zur Abkürzung wird 
gp ik Mi ae 
angenommen; es wird (4. 0)” (U. V") nach der Vorschrift 206 in Diffe- 


rentiale der einzelnen Factoren aufgelöst, 


ar (Dv Zr Е ОЛ (Ad Vo 
Ampel. 1 Сш ier чыр ш а 


und so ferner die Differentiale von V" in die Differentiale von V nach 
der Vorschrift 220, nämlich 


(Z.dy V" a` 11! Alan 
— = 3 Со + r. E 1)... ALS, VE OCD 
1 


(Z.A) У (Z. D'V (2.0) ¥ 
GES , 1° me ` 95 > э эз o è c» b s е э s J 


oder, weil 
(Z.dy V = Ax (Z.dy X^ 
(6.0 V =E dnx . 


also auch 
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CG 1)) = NEE == x emo 


Eu (Em. — uu | 


C(s,2) == А.С(8,% = X-06;2) 


Со = 0 MES 5) 
nach der Vorschrift 


Z.d ^s 925 11-1 “+ 
( ) == „_ Mai Cs, 0) + — Қалын IE C(s, 1) +... -- ү" x С (5 қ 5) 


1 1! 4911 


(Zei) X* ашық» (Z 
Pitaq ae H Ay z 2 UU 
Werden nun alle diese Geschäfte vorgenommen, und die Producte 

nach den Potenzen von V oder von (1 + X,. X") geordnet, so ent- 

steht die Reihe 234, in welcher die begleitenden Factoren nach folgen- 


dem Gesetze gebildet werden. 


236) om, ІЛ > шы Y < er TTD. s) 
m dy U 
C ف‎ . С (8+1, 5) 
аа Aer ` U 
SE Zeien . С (9+2, 5) 
И CINCO 2 BBC LIN 
eL rd 0) 
s са: 4); € (m , s) | 


(Z.dy X" Zu 

oa: - Jalan» 
Diese unabhängige Bildungsweise ist dieselbe, welche wir aus der 

zurücklaufenden 235 würden erhalten haben, wenn wir dieselbe weiter 


verfolgt hätten. 
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ó. 66. 
Beide Reihen, sowohl die vorgegebene 230 als jene 234, in welche 


sie verwandelt ist, sind ganz allgemein und gelten für jeden Werth von 
n; sie haben verschiedene Formen, und eben diese Verschiedenheit 
in den Formen ist sehr nützlich, denn oft ist die Natur einer Reihe leich- 
ter aus der andern Reihe, welche sich nur durch die Form von ihr 
unterscheidet, zu erkennen. Ist 2. В. 

X. те 
und n eine ganze bejahte Zahl und grösser als m, oder ist 

m = n-p 
so verschwinden alle Glieder der zweiten Reihe, und dieses Verschwin- 
den der zweiten Reihe veroffenbaret uus, dass der Werth der ersten — 0, 


oder dass 


237) (Z.dy"(U.X") _ (Z.dy* (U.X") 
42H ы SE 2” ш Ro Dx 


(Z. dy (U. Ko (Z. drem. 
و‎ н, ert DIESER del — gun, : 1 "3 x 


= 0 


Ізі aber m = n, so verschwindet sie nicht, und die zweite Reihe 


gibt wenige Geschäfte an, durch welche die erste zu ersetzen ist, oder 
es ist 


238) Ada. Reg A E XU.X'") 
TON із es < qu a-ılı р 


„(2.4 (U.x*) U.K“ 


ТЕГИР р UR AX ө OR C a 


= (—"*.U. 5) 


Ist U eine beständige Grösse, so verschwinden von der zweiten 


Reihe viele Producte, und es bleiben nur ‚folgende übrig 
21 
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XX (Z.d"X™ Xix(Z.dyX^ EU NEE 


239) 1%“ A TE "ob ce" asıla 21 n- Su S - жщ 
meh i 
і tU. д 

= — * X, ‚ (OFX, ER) $C mt 1) 
m 

e El ° Хх? (Pa er УИС Ce: 2) 
m” 31- 

+ em Ke (X, KIT, C(m, з) 

BE <. обоо ооо {у +» + e ee ОИ ез 
m’: 

A — X. (XQ X). C (m, m) 


ES (ау x" wi 


Шр 2 ENPLT 


67. 


Von der einfachen gehen wir zu einer zusammengesetzten Reihe 
.. D 
über. Es sei 

x = oz 

PES 1 t j 
X d f (xi 2 x, 2 X; 
UE аға сар ұс 

pas D “› 
О Ve erepto Leg 
2 Пай 2», 7%, 4-6 
Z 


ЕЕ (1) 41» (1) 
RZ, 2 „N 


а D т 


und 
ee сут) QUE D REN E 
1 ET TU ү 1" 114 
Kr, CL, KX (Z,. (U, X7)x (2-4) (U-X^) _ 
"ES , el 1" š АШЫР 


== yo, p, 0,, U) 
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Das Verfahren, diese Reihe in eine andere zu übertragen, ist wie- 


der das vorige; es wird der neue Factor in zwei Theile zerlegt, 
(Z, . dy (U, X") = (Z,. dy (X^.Z,. dU.) — s. (Z,. dy" (X^ .U,. Z,. dX) 


und dadurch die vorgegebene Reihe in zwei andere, 


X: X (Z,. d)" (X* LA. dU) Xx (Z d (U. хе 
d Le BT UNES 1. а. SE ` rs 
„Х.Х Gd QU-Z, T U x (2. d) (U. X^) 

е у coo ш. ШТ КШ 

Б ер, dr, Z, dd Ut. Чур. X°) 


"n u-alı — 


. 1 


” ч dh š à 4а 6 4 * s $ = “6 9» $ * 4 e e EE э e * 


„x Ge d) QU. Z, dU) x (Z.dy (U.X") 


"ED E 12 


Lx, | EXC, d) QC U, 2,48) x (2. d) (U.X) 


olı n-ılı 
1 . 1 


RX ZA QC -U,.Z,. dX) x (Z. d (U. X°) 


BE d E 
a BEE GE E Son СТУ EE. UNDO ELE 
KX (2Z, EE 
E ET EO TUT a РЕ, үш т | 


wovon die erste aus der vorgegebenen entsteht, wenn 
р == р-а 1 W — OU, 


und die zweite, wenn 


n = n-1, p = р-і 
und 


а= Am селт ЖУ UAT 
gesetzt wird, Es entsteht hiedurch die zurücklaufende Bildungsweise 
241) (o, p, U,, U) = 4, p-1, Z, dU,, U)- X, . 4j (n-1, p-1, X"U,Z, dX, UX) 


Die Reihe, auf welche diese Gleichung zurückweiset, ist 
О" 
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Su (Z.dy"(U.X°) x (2ау(шиху 
ІЗ v. fs * ab p ES Lu. un, 


y. (n, о, U5 DEU, | 


01 nii 
1 5 1 


Wir haben sie schon in den vorigen $$. untersucht; sie entsteht, 


wenn 
A 


N 


° x 
gesetzt wird. Bezeichnen wir diese Reihe mit @(n, m, U), und sctzen 


Mo A. LU.) Zu (2. а)" (U.X") 
242) (s) EU re > EE + [x) ‚ — ج‎ 


1 .1 


=Q (n, m, 


= Е. : (5). ((+X,).@(m, U), +... + Tum » E ("Ху (т, U). 


wo Ф(т, U), Ф(т, U),...., @(m, U), nach 236 gebildet werden 
müssen, so geben folgende Gleichungen den Weg an, der zum Ziele 


führt: 


243) J(u, 0, U,, U) = U, . p(n, m, U) 
V (,1,U,, U) = inn Z, dU, U) - X, . J(n-1, o, X" U, 2, d X, UX) 
шу üo e= уар қара Ж RA P. 


11, S. W. 


Die Endgleichung erhält folgende Form, 


244) Ain, p, U, U) = X? X p, m, U.X’) X 4/(p, U), 
- X! X Ç(n-1, m, U. X) X «Ср; U), 
+ X: X Ф(п-2, m, U. X) X Y(p, U)), 

(2 Xi x g(n-p, 


deren Vorzahlen folgendes Gesetz befolgen: 


m, U.X") X 4p, U), 


165 : 
245) V Cp; 0), = «/(р-, 2, ат), 
ip: U), = Y(p-1, Z, dU), + J (р-1, U, Х72, dX), 
ip, U), = (р-1, Z, dU), + Y(p=4, U, X? 2, dX), 


Ы H H ` H . * * D * . 


y Cp U), = 4 (p-t; Z, dU), zh V (p-1, U, X Z, d X)... 


Хр, U, hac Ta (p-1, Z, dU ),., ж Y (p-1, U, X" Zi dX), 
Vp U) = Y(t, U, X" Z, dX), , 
oder 
55, (Z, . dy U 
26) ур, mp 69) 
E С (52-1, з) 
ГЕН. 
Ren . С (+2, s) 
ER 
Zu 
al Zune ا‎ C(p; 5) | 
ЕЕ (Z,.d) Y "are d) Y | | 
nmn ? Ж zn ali $3) р" 
А 1 1 1 I 
1 2 3 
wo 


== ЛД ax 


Die vorgegebene Reihe lässt sich also in eine andere übertragen: 
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Xt x (Z, d (U, X?) x (2. dy" (UX 


m 


247) AL 


M х (Z,.dy (U,. X )x(Z.d)" (U. X^) 
114 и= 111 و‎ 
1 


o d 


+ 
„ur (2..0) (0,.Х") x (Z. dy (U. X") 
uli nn — Ar `` A 


1 Ol 


1 
= A,X me X° (+X) 


+ A, X "SH Xi, (04X уз 


"EE 


E 
3 op X 1 Xr 1 X u-p-m 
pim quado H 1 at: + D 
wo die Vorzahlen А, A, А,,.... nach folgendem Gesetze 


248) A, = X" Хр UD, X US), 
= Хх (р ШУ хақан. Ху, 
a Ж-Е... ... 
(> X° x J (p, U), om, U.X’), 
und die Factoren dieser Producte nach den Vorschriften 236, 242, 246 


gebildet werden müssen. 


б. 68. 


So wie bei der einfachen Reihe 239, so lässt sich auch bei der zu- 
sammengesetzteren Reihe 240 die Natur derselben oft viel leichter durch 
die andere Reihe, welche sich nur in der Form von ihr unterscheidet, 
erkennen; ist z. B. n eine ganze bejahte Zahl und grösser als m + p 


oder ist 
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n = p + m + q 
und ist X, = -1, so ist nach 247 


зө а ЖА, Pu cuoio 


1 


W au wes L LD) 


Ts 42+ +1-11 
+ Zo dy (U,. X7) X < D" NUS X) 


А 
ج‎ D TUS 


(yh Z, ау (ші, ET ON (2. ау © xem) 


Im 191 
. 


Isı aber 
nz zp+rmwmdX\=-ı 
so verschwindet die Reihe micht, und es ist 


dag (Z,.dy (U.X) x (Z.dy (U.X^) 
, 1%: š 12+ nlt 


202, АСЫП Ы Жал ы d)" | (U. (U.X') 


4H "ninm 


a (4. D" (U,- X7) x (2.d)* (U. X) 


nn 2 4q7*m7211 


- to Cake 
Be E (U. X=} X d. ау (0. x) 

Z .dX ° " Zax” 
AARET. 

Heben wir das abwechselüde Vervielfachen auf, und setzen Z = 1 und 


Z, = 1, so entstehen aus unsern allgemeinen Reihen 234 und 247 


= (JU.Ux | 


zwei ganz specielle Reihen 


а (U X°) а» (UX') Nc а“ (U X^) 


q0 jet x° = E ЕСЕГІН X: q1 q0 X" 


= 0 


und 
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d'(U,X).d'(UX) d(U,X"). d" (0х) 


1%. ти 4B. "ILI 
г -y-m-q m prm+gq 
/ сұрата а" (U, X ) ` d (UX ) SS a 
+... es e (-) PF rr жы at n Sau ma гә т) CC 


Die erste dieser beiden speciellen Reihen hat Lexell in den Nov. 
comment. Aca. Petrop. Tom. XVI Seite 230, und die letzte J. F. Pfaff 
in seinen Disquis. analyt. Seite 248 zuerst mitgetheilt. 

Ausser diesen beiden speciellen Fällen, in welchen nicht allein das 
abwechselnde Vervielfachen aufgehoben, sondern auch noch den allge- 
meinen Grüssen X, X,, h, bestimmte Werthe und den Grüssen p und 
m bestimmte Relationen gegeben werden, findet man bei den Mathe- 
matikern nichts, was hieher gehört, und es werden sowohl die allgemeine 
Reihe 234 und die noch allgemeinere Reihe 247 mit ihren zurücklaufen- 
den und unabhängigen Bildungsweisen 235, 236, 243, 246, 248 als auch 
die speciellen Reihen 237, 238, 249, 950 hier zuerst bekannt gemacht. 

Auch hat unser Verfahren in dieser allgemeinsten Untersuchung 


nichts mit demjenigen gemeinsam, welches Lexell und Pfaff bei den 


erwühnten ganz speciellen Fällen befolgt haben, 
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IH. Verbindungen zu bestimmten Summen aus den 
mit dem Vervielfachen abwechselnden Diffe- 
ventialen und zwar aus den Elementen: 


(Z.dy X m дї» С 
E m NC $ 


2 


1 "un шн ТТ 2 ` ` 5 5 
% 69. 
Es sei 
Dew hx LNMMEX 9.1 19) 
2 АО um m. o 
und 
(2.аух 
— = Х, 
Es ist 
(Z.dy"X 


Z.dC(n,1) = Z.dX, = (u-1)- m = (n+1)X,, =(n+1).C(n+1, 1) 


ferner ist 


Lin, 21 = A En kb Ban aan + ж. RR 
und 
2.dC (п,2) = (nq). X .X, жам X... equo ].X,,.X + .... 
n-q п-4-і 
.. + 1-9 |. X... X... + (а-а +) . Ka, X, 
q+1 
= (n+). (Х.Х +X. d.h + X 


: X )-2q ° X, 354 
oder in andern Zeichen 


n-q+I п-4%1 


Z.d C(n,2) = (+i). C(n + 1,2) = 2.q.X, . C(n-q + 1, 1) 
po 


170 
Auf gleiche Weise ergiebt sich das vervielfachte Differential von 
"nmm, 2), ... 
7.4 С(п, з) = (n + 1). С(п +1, 3) — 3.q. X, . C(n-q + 1, 2) 
Z.d C(n, 4) = (n + 1). C(n + 1, 4) — 4 . d X, о C(n-q + 1, з) 


Bei dem Uebergange von der Gleichung 
Z.d C(n, p-1) = (n +1) C(n + 1, p-1) - (p-1) q X, . C(n-q1,p-2) (x 


zu der nüchstfolgenden wird die zurücklaufende Bildungsweise von C(n,p) 
oder die Gleichung 
C(n, p) = X, . C(n-q, p-1) 
+ Х,,. O(n-q-:1, р-1) 
BOX,» Qaa C((p-1)q, p1) 
zu Grunde gelegt, und diese Gleichung nach vorstehender Vorschrift < 
differentürt 
2 dC(u,p) = X, (т-д + 1) C(n-q4 1, p-1) -(p-1) q X, C(n-2 q +1, p-2) 
+ (q+) Ky, C(n—q, p-1) 
+ D (а-а) C(n-q, p-1) — (p-1) g X, С(а-24, p-2) 
+ (q + 2) РО ет C(n-q-1, p-1) 
+ X... qan C(n-q-1, p-1) ~ (p-1) q X, C(n—2 q-1, p-2) 
+ (q +3) X,, Cin-qo2, р-1) 
E 
+ SC ((р—1)ч+ T C (m-q +1, p-i) = (p = 1) qX C ((p-2)q + !, p-2] | 
"d (п-(р-1)ч+!) хло ((р-1)% p-1| 


oder, wenn die Producte auf eine andere Weise gruppirt werden, 


171 
Z.d С(п,р) = 


(n1) [X Ctu-q 1, p-1)+ X, , C(n-q; p-1) е... X, „С ((рР—1)фр-) | 


-(р-1)Ч Senger E p C@-2q,p~2) +... cop MM E ((-2)qe5p-: | 
- q Х, С(п-9 + 1, p-2 - (p-9q Kon С((р-1) 4 p-i) 
Die erste eingeklammerte Reihe ist 

= C(n + 1, p) 


die zweite eingeklammerte Reihe ist 


= С(а-4 + 1, p-1) p ES ЛЕ, ‚С ((p-2) 4; pi) 


und weil 
С ((p-:)q, р-1) — a6 ((p-2) q, р—2) 


so ist die dritte Horizontalreihe 


—= 7 q x X, 9 C(n-q ү р-1) P (p*1) q š x à D 09и М С ((p-2) q; р-2) 
Werden alle drei Horizontalreihen vereinigt, so entsteht die Glei- 
chung 


251) (2.4) C(n, p) = (m+) C (n4, p)-pq С (а-ы, p-1). (“ау X 


"mn 


\ 
Fr Tee D D D D . | 


дж. чу. (Z.dy"X (2.ауех 


144 М rnm 


Kramp hat in seiner allgemeinen Arithmetik Seite 280 den 


ganz speciellen Fall hievon, wo q = í und wenn das Differentiiren nicht 


mit dem Vervielfachen abwechselt, also wo Z == 1 ist, angegeben , 
nämlich 
29) d C(n,p) = (n 1). C(n + з, p-p-.Cóa,p-).dX 


(dX d° X dX 
Kerg 3 Tale 3 "ABE » "we we H H H H D б | 


Die allgemeine Gleichung 251 erscheint hier zuerst; auch hat der 


ZA 
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Beweis, der hier für diese allgemeine Gleichung gegeben wird, nichts 


gemein mit jenem des Herrn Kramp für den ganz speciellen Fall. 


k 70. 


Diese Allgemeinheit kann gesteigert und das Gefundene als Vorberei- 
tung zu dem noch Höheren betrachtet werden. Das Höhere geben fol- 
gende Zeichen an 


(Z.dyX  (Z.dy"X  (Z.dy"X . T 
MEE » NU SUE L1 LECCE do ) fm — P" tm 


Wir wollen das Differential von dieser Grósse suchen, in welcher 
n jede mógliche Zahl vorstellt. 
Bei dieser allgemeinsten Aufgabe legen wir die Bildungsweise des 


Polynomiums unserer Analysis N. 29, Seite 49 zu Grunde, nämlich 


018% 41-4 


P" +1) = -Х%. C (m, o) + T . X": | C (m+q, 1) 


sl-ı тізі 


4... mr X, C (m+sq, s) Tia у. X, ".C(m+mg,m) 


ınlı 


Nee Ж” A 


differentiiren diese Gleichung, und setzen nach N. 251 


qea ? 


Z.d C(m+sq,s) = (m+sq+1) C(m+sq+1,s)—s(q+1) С [m+ (s—1)q, 8-4) 2... 


und 


San 


sles "iles 
Zad (5 xz сш +з, dl = ете (км) (ан) SCT" Xyu C (msq s) 


DELI 


= E D (4+1) X š NAG [m+ (s-1) q, s-ı) 


~a 


+ o (m+s q--t) хы, С (m+s q+1, 5) 


Es entstehen hiedurch drei Reihen von Producten, wovon sich viele 


gegenseitig zernichten und nur folgende übrig bleiben: 


nw.rein.org.pl 


173 


m+ıl=-ı 


Z.A P" Una) = Lu. (m4). (ңы). X777 « Kyn + C(m+mq, m) 


1- 
n? 1 


* cm (тм) . Ха. C(m+1, о) 


dee (m+í+q) . XL". C (m+1+q, 1) 


21-1 


+ qu (m-+H1+29) д AX n С (m+1+2{,2) 


СК. aT 2 we 


DES! 


17H 


x... H B 2 Xu > H D ` ` 
Wird nun noch 


sl-ı sl-ı 


n 


Da 11-1 m4 11-71 
1 


und 


1 
—т. (m+14sgq) = y (m++ng) —-n.q < 
t 


(тына). X7" . С (m+t+mq, m) 


EN 


(n-1y^! 


slı 


1 


йл il-t 


—Áu (qu). m+) = p .(m+i-+nq)—n.q. nr 
1 


X,,.Cmemq, m) = С [m + 1) (9+1), m+ 1) 


gesetzt, so zerfällt dadurch die worstehende Reihe 


018% 


Z.d P" tm + 1) =(m+ti+nq) (= X; C(m+1, о) 
1 


11» 


1 

n - 

де Ж x ' C (m+t+q, 1) 
HL 


RK SE X27 C (m+1+2q, 2) 


31-4 


n nes 
+ am X7 C (m+t+3q, 3) 


+. - +s < uo 277% 


m+ıl=-ı 


n 


in zwei Reihen 


cun KC ((т\+1) (9+1), m+1 ) | 
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ol=-1 
-nq X, | ps Хе” С (0+1, о) 
my 2 
e She x” C (вач, 1) 
7 = үзі 
t Sm X7 C (m+142q, 2) 
31.1 
+ ir X. С(ш++зф, 3) 
ғыс ы 
(n-1)"* "*' i 
pg тта X, d [| m+) (q+), m+) 
wovon die erste = P'f(m +2) und die zweite = Р" (т + 2); es ist 
folglich 
(2.ауХ 


253)  Z.dP'f(m-e 1) = (m+ 1^ nq). P'f(m--2) -n. q. Р" тж). 


wo 


ure 


GET CEP NEC KE OA DALA | 


1 2 pri ; 1" nm 


und X und Z die oben angegebene Bedeutung haben, und n jede mög- 


liche Grüsse bedeutet. 
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IV. Das mit dem Vervielfachen abwechselnde 
Differentiiren durch Hülfe einer andern 


Function. 


L ud 
Sind Z, Y, 


hängiger Grössen 


U verschiedene Functionen mehrerer unter sich unab- 


II 


f, (2,, Z5 Z5 


Ey, yo IS к Ae wéi ) 


vn), U 


ki 
| 


so ist 
254) — (Z.dyU- ; C(n, о). AS U ——m. Оон). Le B Ú 
vir RSC 2 ax) — ч. ТҮ 
1 C d U 1 ( £ 
+ тн . (n, 1) . (хі TANE . Q n | a U 
1 d V 1 | M. 
+ -m .С@т,2?). (A U Жаа: Q'f(n-1). (ч) U 
+ қ v Ж 
1 d ұт 1 79 d 
+ енто C(u, р). Ki U УЛА Q'f(n-p1). (ж! U 
ы б: . + PLU. 
+ Ei C(n, n) . «іш EO он. u 
ТЕК” za dY 
0-(%-Ф-Ү (2. e. GI x 
e 1 "nmn H AA H Keen ` 3 3 ° ° ° е 


Wir machen diese Gleichung hier zuerst bekannt; sie gehört zu denje- 
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nigen Gleichungen, welche uns bei vielen Untersuchungen die wichtig- 
sten Dienste geleistet haben. 
Man überzeugt sich von ihrer Wahrheit durch den allgemeinen Ueber- 


gang von n zu n + 1; es ist nämlich 


p = 2 zeen D 
= Se m “аС(һьр)- pa 3) U+C(n,p).Z. diss Ё el U | 
ferner 


аж dy 
Ж. (5) U — Z.dY. Gel U 
und nach 251 
2.4 С(п,р) = (n + 1). C(n +1, p) = p.C(u, p-1) . Z.d Y 


N 


Dat e 1 1 ; d Y 
селе . (2.4) = Im (X mec Je . C(n+1,p): E Ú 


d ıt 

-p.C(n, p-1).ZdY. (zu 
ҚАТЫ, 

Е don v. (т) d 

Setzt man nun p = 0, 1,2, .. + ., n, so erhält man die Gleichung 
1 Ж me 

OO . (Z. ау” A = ¥ m C(n + 1, р) (лү) U 

p = 0, 1,2,3,....,һ жі 


welche mit der obigen 254 vollkommen übercinstimmt. 
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Dritte Abtheilung. 


I. DIFFERENTIIREN DER FUNCTIONEN VON 
FUNCTIONEN SOWOHL OHNE ALS MIT 
ABWECHSELNDEM VERVIELFACHEN. 


$m 


Das Differential von f, (f, x), von f, HERI) › и. s. w. ist nach der 


früheren Untersuchung über die Trennung der Factoren bei den Unter- 


schieden $. 31, nachdem die Zunahme der Grundgrösse = 0 gesetzt ist, 
е 5 BEER x) "fx 

25 df (f — г „ ж" : 
ә) 2 ( 1 х) а fx dx d x 


a, (ees) EEN are) dfx 
А mes d£ (f x) df x dx 
u. 5. w., und von É x X f(@y) 


. dx 


df(Qy) die df x 

250) dlf x x f Se жоорун OD 2" 

) (£ x (Фу)! ғхх AR “ау dy + f(Qy) х Чу dx 
23 
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Die höheren Differentiale befolgen dieselben Gesetze, welche bei den 
Unterschieden $. 32 gefunden sind; ist nämlich 
X = f(x) 
oder, wenn у = (Xx gesetzt wird, 
X = by, 
so ist nach 79 


diy _ ачу ачу ачу ачу 
(Фх),. + Ду" (фх),, ar [n (х), tr + dy? EY) es 


de E de 


257) 


und die zurücklaufende Bildungsweise dieser Vorzahlen nach N. 80 


dis 


258) Ru ` (93),, 
-.4Фх d(Qx), , 
(Par = F 4h Оа uk WAR 
__ dex d(Qx), , 


EL, un = ` (ER). š dE 


d d 
(Qu), = E . (фх),, + чь 


\ = d(@x),..., 
ER a A k = 0 + w 


Die unabhängige Bildungsweise dieser Vorzahlen ist nach N. 81 


259) (Qx),., = 1, (Фх),. = (gx). = (фх), „ =....= (X)... 0 
ferner nach 82 

. dru 

260) or. = Hal 


und nach 83 
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260 (9X), = le 
px). = qu \dx ` ira) 


d' [dx d^ Sa ° 
dx' \dx ` dx° dx? ser 


_ d [dy Ф [dy d (ау а (ау 
ME. = gen dx? «in dx EF | )) 


0 0 1 0 
0 1 0 0 
1 9 0 0 


u. s. W. ferner nach 84 


23* 
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262) (@x),,, 


(@x),,, 
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d’ 


d 
=== 


А) 
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d [ау а [ау d [ау © (y) 
(ën), s = — (а (а. (а i j 


e = © O ы = 2 о 
оо = б © = бс bb = 
e o © = © © = ° m 


und nach 85 


d^ 
263) (hey, = act P 


Ф [ду @ ау 
(@&),,, - iE asl 


d' [4 d ) 
IESE 
d° (dy @ (dy 


ia 
š zr = 
dx’ (ах ` ахах) 


200% (ау Ф [dy Ф ау уу 
(Px), ах? (4. ах (м қ mdr ! 


ө ю өю = بم‎ = оо о 
о = о ю = © оры ~ 
o 0-0» ы о а о 


u. S. W. 
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Werden überhaupt alle Zerfällungen der Zahl n in m Elemente 


auf die Weise, wie eben gezeigt ist, durch den Buchstaben $ vorge- 
stellt, und zwar durch 

(aly «(а «(а TT d 
x Lt dx dx |. 


dx'| dx dx \4х dx / 


so ist 


d (dy d' (dy а [ау d (dr ) 
264) (PED), = TES [e ах" (E dx" (ас dx" dax) ) a? / 


arg 


und 
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` ° ° 4 
ачу ачуу, “(ау ig 2 (ау nid y 
ap Е dx ах {ах dx dx dx’ dx) |. 
\ A a) ` n-1 /n / 
ayuu 2 (ау а [ду Q 44 SE 
тады. 3p dx'|dx  dx'ldx dx'' dx | 
neg (2 : 2 A “тз, 
Фу d? (% d dr. dy d° (91) |. 
та dx | dx dx° dx d dx ах? en 
` D. (D 50 a / 
+ LI . * 
/ / 
| tmm ps m fy a i y 
dr" ах dx dx’\dx dx’ dx dx? Mix 
Za, m ia SSES 
+ 


dy. с MT d. dy E 
Zar E dx" aa) ) | 


5 y 


1 -і dv 
еа) 
ау 


\ ах" | dx 


Diese unabhängige Bildungsweise erscheint hier zuerst, und steht we- 


nigstens keiner andern an wissenschaftlichem Interesse nach 


Diejenige unabhängige Bildungsweise, welche schon allgemein be- 
kannt ist, ist folgende 
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ek A Д Ту е о а" fy 
266) ; KI С (n,0). — dy = Our) у 
E d' fy 
+С (11). T DES 4 ONDES See dy 
f T3 
+С (0,2). — de + Q'f(n-:) M e 

у ат” ХИТ ^. os 
2 "f E d'fv 
+С (un) as + Q" t1 гау 

wo Í . 

"Mi (2. LO Шы wr aa ЈИ 
T dx' H 1?! dx? 2 "ES dx? 2 D . D D hi 


Tür diese Wahrheit, welche immer vermittelst der Reihen bewiesen 
wurde, kónnen wir hier zwei neue Wege angeben; wir kónnen zu ihr 
gelangen, wenn wir von der zurücklaufenden Bildungsweise 257 aus- 
gehen und dabei unsere Gleichung 251 oder 253 benutzen; oder wir 
kónnen, was am schnellsten zum Ziele führt, von unserer allgemein- 
sten Gleichung 254 Anwendung machen, denn diese Gleichung 266 ist 
eigentlich nur ein sehr specieller Fall von unserer Gleichung 254, aus 
welcher sie entsteht, wenn das abwechselude Vervielfachen. aufgehoben , 
oder wenn 

Z = n 
und wenn U als Function einer Grösse y und diese als Function einer 
Grundgrösse x angenommen wird. 

Ist die Natur der Function fy gegeben, so kann nach vorstehen- 
den Gleichungen die Bildungsweise für den besondern Fall näher be- 
stimmt werden. Ist 2. В. 


erstens 


so ist 


d'(y") mi! SA 
ZS "ec? TT 


und 
| Eu атт ek `. 
267) TUds* = P y .C(no)4 pus - WT лш; 
OCT тег 
zt -- . Y. C (2) ee е . JY C G, ny 
oder 
01-1 11-1 
268) . =“ . e, 0° Қа) + —- 9 С 
mi mr: 
an . Ba ups la). Zur . E ы! 
wo 
(ы, Tt Si 
У ОР Т Ко e ez zg J 
Ist zweitens 
fy = lg (a+ by) 
so ist 
d lg (a+by) а 4-і 4-18 q -q 
БЕРГІ dy" = (—) 1 ° bi, (a+by) 
und 
d^ lg (a+by) CH Kai 1 b ад 
269 LA = +Í Ш иг aj ` f (n— 
) 1" dx“ 1 =) У 2 ks? te) 
1 b; Pe 1 b i 
£ ЕВ) NM 3" A UE 
ES (шы Ede Ae n \a+b | s 
wo 
d'y d’y 
T а= Í 
L ЕРЕ ? | 
Ist drittens 
у= apps ak E а 4d, хоз. ШЕ 
24 


www.rcin.org.pl 


186 


so ist für den besondern Fall, wenn nach dem Differentiiren x = o 


gesetzt werden soll, 


KS M Hi. a d'y 
und 
" d^ fy d° у ' fy 
2 0) | 1 ах" IE geh dy? C(n,0)+ ılı ау! C (n, 1) 
d'f d'f 
or C (n, 2) + + 1°! Zo С (n,n) 
(а, > а,; а,, ) 


& 73. 


Die Gleichung 266 ist nur ein sehr specieller Fall von unserer all- 
gemeinsten Gleichung 254, in welcher Z, Y, U nach Willkühr ange- 
nommen werden können. Wir wollen hier zwei allgemeine Fälle erwäh- 
nen, und zwar, wenn U eine Function von Y, und dann, wenn Y eine 


Function von U ist; die Gleichungen hiefür sind 
1 Ir Me 1 а 
271) RH E (Z.d) ac pU C, 0) . LG fy 
П d (3 қ 
“ EK SC Be 
st ılı CL ) (ғғ) M 


d 3 
+ =m С(п,2). ES fy 


РЕ = Соз). ЕЗ fy 


1 
(Фауу Zay 
\ 4٤ 2 1 , | 


und 
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; 1 NY We d? 
3) m (Zd y = — 0059. ES, y 
1 dai 
(E COn, 1) . LG y 
1 асы 
+ — + С(п,2). EE 
A s 
1 GE 


Se on e ) 


wo Z und у Functionen mehrerer verschiedener veränderlicher Grössen 
sind. 

Beide Gleichungen sind in einer und derselben 254 als einzelne Fälle 
enthalten; die eine löset die umgekehrte Aufgabe der andern. 


Sind U und Y Fuuctionen einer und derselben Grösse, so ist 


d 9 
273) . (ZA) fy = — + С(в,о). Li fy 
1 de 
+ шш CMD. ad fy 
du 
1 „Жз 
+ e: C(n,n). сті Ғу 
(249 (7-4)фу | 
1 > pU > ` H . » . 


wo фу und Ғу willkührliche Funetionen von у sind. 


Heben wir das mit Z abwechselnde Vervielfachen auf, setzen dess- 
halb Z= ı, und 
fy =y uad Фу = s? y 
24 * 
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so wird 


974) Amy. Le, C(n, о)+ a Ch rn ‚с@, ») 


ZEN 2 418 ? 


d (lg: T u 8 


Diesen ganz speciellen Fall findet zuerst Rothe (im Archiv der 
Math. 1r Bd. Seite 432—435) aber auf einem ganz verschiedenen Wege. 


L 74. 

Wir legen uns eine zusammengesetztere Function in folgenden Zei- 
chen vor 

тке (5209) = f(x, у) 

wo in der Function f ausser Чет у, welches eine Function von x ist, 
noch die veränderliche Grundgrösse x vorkommt. 

Es ist nach dem Früheren $. 35 
275) CHA EE Dr оу) 

dx dx dx dy 
Nach dieser Vorschrift können die spätern Differentiale mit Leich- 


tigkeit gebildet werden; sie sind folgende: 


Dos de. uw (TES 
dx’ OR ш 


MEL een) 
dx’ {dx dx'\ dy! 


Be Ge KT 


ах lax dx*| ay — A 


3 d. (dy. d; (2. d; (d;,f(x, 2 
de | dx dx’ (dx dx | dy: JJ 
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ferner ist 


977; d'f(x, y) = d (4; d; f(x, y) 
P dx’ = dx! ау” к) 


< (dy. а аты) 
! 


ar 


dx’ Léa ge" Жау = 
EEN 
ах" Дах” dx'V dei | 


GI. Zi 
T+ dx l dx dxi dy' J 

d» (dy di [dy d; pee 
* dx \ах` dx '!dx' dx | стан) 


dy d. (dy калай 
dx dx ах" | 


| x dx’ dx ay" CJ 


| 


d (ау d [ay d (ау. а (5542 Y 
= dx dx’ (Ах ` dx° V dx ` le ) 


und allgemein, wenn die Stellen, worauf sich das Zerfällungszeichen £ 


bezichet, mit einem Puncte bezeichnet werden: 
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d'Us SEN 

ах" ETE dr |. 

| аг“ (dy de (абу)! 
Ma CE dy* ) 


о 


` 
C ран MTEL 
dx | dx dx" (ах dx” ау" | 


d аг" (dy dy (dy d (Ga. 


de [dy de (ау de AÜ), Y. 
š i (ue | ау" j 


und wenn die Geschäfte, welche hier angezeigt sind, vorgenommen 


werden: 
d'f(x,y) d;f(x, y) d;f(x, y) Ф.х, y) 
9 3 = d x d Э х 3 
27 ) 1 dx? С(о 2 о) 1484ж: + C(1 H 0) 10D dx! + CO, 0) 1 dx? 
ey), d: f(x, y) 
C i 2 
+ “> N m "dy! C(s, 1 © 1) de {= Cie? J 
4: (а(х, (х,у) 
it 
+ C(2, 2) = dx’ Va py ) 
(Er d'v d^y dy \ 
mae D UU dx? 2 1° dx? 3 2 . . a “4 H ] 
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ferner ist 


х,у) dfx, у) d;f(x, d'Ee y 
C(0, EA + С(1,0) E +C(2,0) en + C(3, 0) an. 
d; (Фу) d; d,f(x,y) d; (d;f(x,y) 
+ С(1,1) m | E |+ Се, 1) — 1 dy" ) + Сз, | r Z 
d jd’f(x,y) d [dif(x,y) 
ж у 2 H 
+ C(2, 2) Rue Sa I 1 dy EE + 0(3, 2) 1 dx? a a ) 
d (4Жх,у) 
+ C(3, 3) lex us E Erz | 
ағу ағу Фу \ 
Leer: таз pede Мы. ) 
nach welchen sich leicht die allgemeine Gleichung für d'f(x, y) bilden 
lüsst. 
ó 75. 
Es sei 
2, = fZ 
2, = Ta 
Ze: i 
Das erste Differential ist schon in $. 71 angegeben, und ist 
р dZ, dZ, dZ, dZ, _ dZ, dZ, dZ, 
CP e e SE a HE а SE 


Gehen wir zu den höhern Diflerentialen über, so finden wir, dass 
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al) 
Ф2, dë dz) dZ 
ПИ: = МЖ WE. dZ 
dZ 
41—22 
ША». Ча, dE. 
Е e 
a [823 
Чыч 542, dA. 
МЕГЕ. dq 
Es ıst aber 
7, ' 
a) mu, 
dA . We 
4|4%.) 
ЕСІ dZ ай 
dZ Si 25-48 
dZ, \ 
del az, dZ, dZ 
E к^. 22007: Z 
folglich 
281) EE, Г 2 
Seef ANESEC 
„4% 42, (42,4 
dë а” \dZ/ 
ЛЫҚ Ж. EN 
ber. Le [az 


und allgemein ist 
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d'A 7, З 
282) — m qz С) 142° . С (1,0) + т "wn E . C(n,1)+ 122) u az С (802) «Moss 
d'A 
essc sl TAZ: H C(n,n) 
d'Z, ФА, dz, \ 
[= ar dz H 12. dZ’ SECH 2 120 dz? "dz 2 9 E * E ` є >è ° ] 
wo 
d'Z, dà 
i qz = DA Ы CA, 1) 
а? а? dZ 
: = —— G 3 و‎ Di 2) 
іп 4272 TED 47! (2 1)+ 121*, dZ: С (2, A 
dz, d'Z, d АГА 
з TT qm, аА" С(з, 1) + тй, dZ: ` Сз, 2) + SUdZ ` С(з, з) 
d ËZ, ФУ, 
luam гилде, vnde MLECUN RS US 
% 76. 
Es sei 


Y, = 9,&,) H Y. == Q,(x,) H Уа = Qux.) 5 . . 


Man sucht die verschiedenen Differentiale von 


Х = Қ/у,, ect MS бао е Вр ub) 
Es ist 
іХ d'X d'X EX dX 
Tuy = KEN ray 08, OR ES ты 1) + алау 002, 4e gy С 0, h), 
(amo I» dy, | 
il 'dx "d z H ih dy? E Ы * a D J 
oder 
dX 
= > (cto, es) 


25 
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ferner ist 


d** X I: - GIN 1 e d* dX 
Ше ae 1 | = / د‎ | ы 
ЕТШІ аха 7 qun Le Ké „ct 9), ^d > Cha art dx; o 


d тх 
d'y, d'y, d'y, 


aM I s T ут و‎ Tnt 
1*2 dx. Ы өк: dÉ ARE zu 


wo C(k, р), aus . gebildet wird, 


oder es ist 


dax ах 
EN et dx" = z, m: (Һа), C(k,p),. caa 


und allgemein ist 


n I4n24D3-...4n(m) 
283) ША А BEES Yi 0S Y.) 
I 2 = 
An) 1 18 и T km. BU . dx" dx” dei" Gang? аха 


"v d" m. NH (у, У, E СЯ In A Le 


SF н үйү ел ун фут yt 


CHI, CQop»,....... 


Ert. C (n (m), p (m)), 


wo dem 
рі alle Werthe von 0, 1, . . . . . bis ni 


рез са S T ong ege Re ee cs eme n2 


pm): « 9). Vern aro Quer ID) 
gegeben und 
d'y, d'y, 
C (nt, pt), aus a 5 me 5 


C (n2, p2), aus 


= 2 
"ms dx, H 1234. ах: 


d' d 2 
C(n(m), p(m)), aus m E А AA А 


gebildet werden müssen. 
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Diese Bildungsweise kann man auch auf folgende Art angeben 


284) И ууу.) 


1 1 num) 777 
11111132 es 1 Е 90 ах 


° 


d d' qu 
5 (с (mio) % 493 q dy? Ar Си, 1), ° UU dv dy: *+....+ C(ni,ni), * "em 


а. d: - d"? 
x (c9). ç — КЕН dy: + C(n2, 1), . Fus dy: +....+ C22), . тт ду | 
X . . D D D D D . D . . . D . . . D D D D * . . 
; d? d' 
X (C(n(m),),,. pu ys FRI: ; 22445 


eT C(nan),n(m)), . US Fe) Қу,; و وول‎ CN 


Soll nun von der Function f(y,, y,, . ., y,) das nte Differential 
überhaupt genommen werden, ohne dass es bestimmt wird, wie oft in 
Hinsicht x, oder x, , . . . , so lässt sich seine Bildungsweise jetzt leicht 


angeben, nämlich 


285) P КУУ» эу) 
ГЕ 


LM MEO Ally dag . 


=== эў. b u n2 nim) 
—2, „‚a2.8m} LEE ах" ах" TD dx? 


wo ni, һ2,...., n(m) alle möglichen Werthe von о, 1,... bis n er- 


halten, und zwar so, dass 
ni + N2 +, , . + n(m) = n 
oder auch 
266) d’f(y,, V 902) 
be = 


ges SUNY. В F 
x, amem em qe pi pers бн, pt), C(n2, p2), ....... C(n(m), p(m)),. 


ni ET num) 
dE dx салы 
wo 


39% 


und 


Di: р2, · + ° 


тй, ni. ар 
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nin? Ho... + n(m) = n 


» pam) alle Werthe von 0, 1, 2, . .. . bis 


, n(m) erhält. 


Einen ähnlichen aber nicht denselben Fall entwickelt Wronski Phil, 


de la T. Seite 131 bis 134 


Жж 


Es sei eine Function mehrerer veränderlicher Grössen, 


у = Q,, X, Ge Up x.) 


Man sucht das nte Differential von f(y) 


Es ist 
d" f. d'fy 
—— = T PUR Ic, q) WO {SO 9. . ;n, "and 
d'y gi d'y q2 d'y q3 dgl y qin=q+1) 
с(, q) =: =) A | BE | Е (54) iu 17-11 | 


alle Werthe von o, 1, 2,... erhalten, so dass 


wo 41; 42, 43,... 
41% 42%....4 q(n-q +i) = d 
1.41 2.02 +... . + (n-q1).q(n-q +1) = n 
folglich 
А d'fy у d'y T1 =) 13 d'y dingt) 
287) ES == Sa (2%, > ( Qn | [= nen тезегі l 
wo zugleich 
d'y iet Шы, x,) " х"! ах" "А ах’ 
E Ze, REX ea ба ` ac 1 : Р 


und 


в1%825-.... de DL m. 5 


Es sei 
у, = 9,(%,, х,,...., X) 
Ma = Ф, (х,, х,, a Er), х,) 
Yo = en) 
Man sucht das nte Differential von Ғ(у,, у,, . + +, Y.) 


Es ist 
d'f(y yy.) у dj dii d EY se sy.) 
jus lS E n X. ssi EA 
und 


d... „ау, әу) ЖЕНЕ d HS, sy.) 


1999 qna ра nnl: 7 ад 7 Ay Cnt, a1), C(n2, a2), » ә 


1775,1 dy, 
ER, а(ш)), 


also 


288) Sin Ya) 
1 1 


m d Гу,»4У.) 
== ER > rh үнө фун de. [үш C(n1,a1), C(n2,a2),...C(n(m),a(m)),, 


24,4 2 ag, / t(qi=atq)+4 ng,ntg)umatqoei 
ca RR (ые) (TT 
4 D 4° 1 1" esiti ala 


und 


d'y, xx wx.) 
— q 1 2 p 51 РА HAH 
11" ЕНЕ Па ах” ЕШ (dx, ) (dx 22 „(dx,) 


ni+n2+....+ nM) = n 


a1 + аз +... . + alm) =a 
sein muss, aber 
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a == 0,4, 5.2. Da 
a1 — 0, ع‎ F.. „шд шщ 
a2 == 0,1, ls) T 


am) — 05 3, 9.2.15 bis n(m) 
gesetzt werden, und wo 
а4,1 + ad: 2 %....чжа4, п4-а4 +1 = aq 
1.(а,1) + 2. (aq) +... + (nq-aq + 1). (aq, nq-aq + 1) = nq 
und 


51+ 52 %53-....- S(p) = s 


sein muss. 
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Vierte Abtheilung. 


VERSCHIEDENE ORDNUNG DES DIFFERENTIIRENS BEI 
PRODUCTEN SOWOHL OHNE ALS MIT ABWECH - 
SELNDEM VERVIELFACHEN. 


{. 79. 


Ist x eine Function von den unter sich unabhängigen Elementen 
a, by 6, 

х= (aj; b; c) 
und sind Q, x, Ф,х, Q,x Functionen von x oder von Grössen, unter wel- 


chen auch x, nur nicht a, oder b oder c vorkommen, so ist immer 


289) а,Ф,х 3 а,Ф,х däs 
da 


dx dox dax kaa dox | 
"2 5 dB. АА сасу ND X 146 da 
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denn jedesmal entsteht das Product 
dox dox dox, dx, dx dx 
Diese Wahrheit ist wohl zu unterscheiden von der schon bekannten 
d’fx - d’fx Ж” d’fx Es 
da.db.dc da.de.db db.da.d = 
welche wir schon früher 170 mitgetheilt haben. Dasselbe gilt von den 
folgenden Wahrheiten. 


Ferner ist bei der obigen Voraussetzung 


d d 
290 Gel CS | 
) lex») = 2x 09 
Denn 
d. | а, Lë нж! p. x ^ dio, X 
mA. GN ЛТ. тог a 
und 


d. ед. E dex dex 4,Ф,х 
E е) сг ш. У 
Beide führen also nach 289 zu demselben Resultate. 
Wir verfolgen diesen Gegenstand weiter, vervielfachen die Gleichung 


290 mit Q, x und differentiiren solche in Hinsicht c 
d. d. d. d, 
dc (в FeS all — de We: == (фх. = (ф,х))) 


Stellen wir diese Gleichung durch 
НІМ ae Noe up (« 


dar, so geht aus ihr hervor, dass das zweite und dritte Element 


sich verwechseln lassen. 
Wir setzen in der Gleichung 290 
Q,x statt Q x 


@ qox 
und Q,X* Te statt Q, x 
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wir erhalten dadurch folgende 


d, а, di c dh d. d. 
(е-е e ) = т (e (0e @J) 
oder Ñ 
(bs ¿as e). zm (3, dl (B 


Das erste und zweite Element lassen sich also verwechseln. 
Aus dieser Gleichung f entsteht, wenn nach < das zweite und dritte 
Element verwechselt werden, folgende: 
(SIS 
woraus sich ergibt, dass auch das erste und das dritte Element ver- 
wechselt werden kónnen. 
Es lassen sich also das erste und zweite 
erste und dritte 
zweite und dritte Element 


mithin lassen sich alle Elemente versetzen. Hieraus geht folgende Wahr- 


heit hervor: 


291) Wenn x eine Function von dreien voneinander un- 
abhängigen Grössen a, b, c, ist, so behält 


d d d 
(px. (рх. sl) 


denselben Werth, welche Versetzungen mit den Ele- 


menten a, b, c auch vorgenommen werden mögen. 


Nach diesem ist es leicht, diese Wahrheit auf jede mögliche An- 


zahl der Elemente auszudehnen, wir gewinnen dadurch folgende allgemeine 
Wahrheit: 


292) Ist x eine Function von mehreren unter sich unab — 
hüngigen Gróssen a,, ЖЕГЕ 


жаға, а d deed 
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und sind Q,x, Фх,... Funetionen von x, so kön- 


nenin 


п n-1 + n=, 
da,, da,,..., da, nach Willkühr versetzt werden, 


ohne dass der Werth des Ganzen verändert wird. 


{. 80. 


Die obige Wahrheit 289 gilt auch, wenn mehrere veränderliche 


Grössen х,, х,,... zu Grunde liegen; ist nämlich 


293) x, = л, (а, b) 


x, ls Ee 


SO ist 


291) ела сы ) звес 8,4 Ges =a ) Emm fe кч ) 
ә 


denn das Product 


еее (x X.) dx, ш OQ (хк x,) dx N (4.9 (Qux) dx, а, Ф,(х,,х.) dx, 
er eh SUCCUM AME mE bag 7 zi 


wird nicht sestórt, wenn a und b verwechselt werden. 


Aus diesem Grunde kónnen wir allgemein Folgendes behaupten: 


295) Wenn X Fed. af ar сен а 
= eg 2. 2:0, 0.) 
x — "au а,, V && L* 2 2.) 
oder x,, х,,..., х, Functionen von den unter sich 
unabhüngigen Elementen sind, so kónnen in dem Pro- 


ducte 
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NE OED 5 е n M e s rc Garn D CE X.) 
da, da, ы da, 


die Elemente a, а,,..., a, nach Willkühr versetzt 
werden, ohne dass der Werth des Products geündert 


wird. 
Aus diesem können wir gleich wie in $. 79 unmittelbar folgern : 


296) Bei den Voraussetzungen in 295 ist bei dem Diffe- 


rentiiren mit abwechselndem Vervielfachen 


(8,2 25 Të x i d. — i | 
Eo Ф.(х,»» х„) dis a a KEN ai | 


У n-i - É In-ı 7 
n n 


jede willkührliche Ordnung der Elemente а,, а,,... 


gestattet, ohne dass der Werth des Ganzen gestört 


wird. 


Diese Freiheit in der Wahl der Ordnung der Elemente bei Produeten 
sowohl wenn jeder Factor des Products differentiirt wird, wie іп N. 289 
und 295, als wenn das Differentiiren mit dem Vervielfachen abwechselt 
wie in 291, 292, 296, wird hier zuerst behauptet und bewiesen. Von 
ihr hangen wichtige Untersuchungen ab, wie der weitere Verfolg lch- 
ren wird; denn diese Freiheit ist der eigentliche Grund, dass oft zusam- 
mengesetzte Vorshriften von weitläufigen Differentiationen in die einfach- 
sten Gesetze sich auflósen lassen, und wir machen auf sie um desto mehr 


aufmerksam, da sie bis jetzt nicht bekannt war. 
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Fünfte Abtheilung. 


UEBERTRAGEN DER DIFFERENTIALE AUF 
ANDERE ELEMENTE. 


{. 81. 


Es ist, wenn h beständig ist, 
df(x+h) _ dfix+h) ⁄ d(x + h) _ d f(x + h) 
¿b UC С В) EI ыма oos 
und, wenn x beständig ist 
dfx+h) _ dfix+h) d(x-h) _ d f(x + h) 


dh у (Бау кака т Tq Get b 
mithin 
4 df(x-h) — dfx+h) 
7. E "en «лын 


Es ist also gleichgültig, ob f(x+h) in Hinsicht h oder in Hinsicht 
x differentiirt wird. Dieses gilt nun nicht allein vom ersten, sondern 
auch von jedem höhern Differentiale; denn, wenn die Ordnung im Dif- 


ferentiiren geändert wird, so entsteht 
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акъ) _ d jdf(xh)) _ d 4{(х+Ь) 
de NU. le SE ch 


— — 


SH d d f(x hb) v ا‎ __ d’fix+h) 
— dh dx Q kezëint dh u 
und überhaupt ist 
d'"'f(x-h) __ d’’f(x+h) 


de} == dh": 


gefunden, so besteht der Uebergang zum nten Differentiale in folgenden 


Veründerungen 


ах" ze Ad N db ga V аһ" ах. s) n Фя dh 


es ist also allgemein 


d’fx+h) _ d [d Exh) — айын, US (е 


298 а" f(x +h) FE C f(x+h) 
p dx" — Z 


Nach dieser Gleichung ist 


d" [x+ h)  d'f(xe-h) _ d" f< + h) 
dEr er 


und folglich 
d’f(x+h) __ d’f(x+h) 
ZE di. EK ан, ghe 


wenn nur pq =m = різ Чі 
Eine grössere Ausdehnung erhält vorstehende Gleichung, wenn dieses 
Uebertragen auf ein fremdes Element auf Functionen mehrerer veränder- 


licher Grössen angewendet wird; es ist 


d [d^ f(x ch, x eh.) d" Ts f(x +h x +h), _ dd" f(x +h ,x +h.) 


\ 
del dei ЕЕ dh“ |= = 
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Die Wahrheit 299 ıst also nicht auf eine bestimmte Anzahl der Ele- 


mente eingeschränkt, und es ist ganz allgemein 


300) Pi +h x А, хы) _ diit (х +h ,x +h,,..,x +h.) 
(dx (dx)? .e(dxy о (db J. у... (dh y> 
L 89. 


Wird f(x + h) in zwei Theile zerlegt, m fx und in die Zunahme 


Afx, welche dadurch entsteht, dass x um h wächst, 
Af 
Kx4h) = fx + fx = fx+ + .h 


Wird ferner hievon das nte Differential in Hinsicht h genommen 
d" f(x +h) а" fx а jafx \ 
сл = un eh 
аһ" аһ" аһ \Һ 
und 
а x+h) _ dfix+h) d fx 


Fe Id MM FT 


so wie auch 
d' jafx ) = а" [^ fx) dh QU Wd jafx) d'h 
a Ww h аһ" \ dh] i de Cal ^ 
gesetzt, so wird, weil die folgenden Glieder wegen d'h' = o, d'h' = o, 


. + . verschwinden, 


| Ff +h) RE Ab) 5 d' jafx) 
- unde Cem or OS 


Diese Gleichung zeigt, wie das nte Differential von f(x+h) in Hin- 


) Ax n Cr 
sicht x durch Differentiale von nom Hinsicht h ersetzt werden kann. 


Wird noch mmal in Hinsicht x differentürt, und zugleich die Ord- 
nung der Geschäfte verändert, so kann dieses auf folgende Art angezeigt 


werden: 


d'"fx4h) |. dr: ай |, dn ` А 
pn des re |} Ax 


Mis TE зе) 


302) 


ойет 


ў. 83. 


Dieses Uebertragen eines Differentials in Hinsicht x auf das Differen- 
tial in Hinsicht h vom Unterschiede der gegebenen Function kann bei 
Functionen mehrerer veränderlicher Grössen weiter fortgeführt werden. 
Es ist nach 301 I 


алк eebe ` t hs (Һ.Қх,, x) Ke d A, Tx, x) 
HUP omae EC * sae) 


also auch, wenn x,+h, statt x, gesetzt, und von dieser Gleichung das 
m te Differential in Hinsicht x, genommen wird, 
d" f(x, +h ,x +h Ac 

Furl V 


nu d" (s, [df x hi) 1 
pun dyes. E h 


Es ist aber 


d ee E GAS 


nai h° 


PA x eh) а Elan, d (As хох 
ae ылы em dee: geen "E nma" 2 ы? it 
ІН dx 15906 dh?” dil h, j 1” dh"! h, J 
folglich 
303) а(х, +h ,x +h.) LN Шы ligas fx „x, 
Л" de dan т=н; dh аА h, h, | 
h, eege х1 A (хе 
+ =m gem hh 
+ Һ, SÉ Ai As, f(x ,x,)\ 
qeu. йге E Е 
h .h., Пс EE Be АҒ 
usc dh, dh» "kk | 
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Diese Bildungsweise kann auch auf folgende Art angegeben werden: 


301+ h, d NES d. hh d ), GE E A, An Ae Ё(х,х,) | 
degt? аһ” m dh, "am n m dh dh, 0 Tbe i h. h, ! 


oder auch durch folgende Zeichen 


d h, d qu e Се ND 
305) ( Жа ж. Т == x) E Us: ae p ERES. 4 | IK OW a 
E n dh ) Wi ДЕ ge SE Қы” ТЫ h, h, | 


Bei Functionen von dreien veränderlichen Grössen ist 


жоош f (x +h ,x +h ,x +h.) 
ги no “Их ПЕ s at 


306) 


+ d |. ы d a aW i Жары x2 A. х.х, x, J| 
1 n dh A. m dh | р 4 m ılı el > k Та db. "аһ | i. GA) h, 


und allgemein 


DEEN E, en dx“ SE бе Gg k ni dh, 


DOE 


397 4mm Foe ж.н, ah) (В, а 


"1*924,...4niti»-m 
[ h. d d 
ni-1li 


қ DENN E. х.) 
y 2 n(m) dh, 


pu gpl KS 


0. 84. 


Wir kehren zu dem einfacheren Falle, zu einer Function von einer 
veränderlichen Grösse wieder zurück, setzen in der Gleichung 302 n -s 


statt n, und geben ihr folgende Gestalt 


di (£s P Er RK: Ë sl \ d^ n EE \ 


n- Gu EE me те, = s er е uee поа а, 5 
1 slı dh? D dx 1 Seil) dh $—1 1" и dh D h \ dx ] 
verviellachen sie mit 


4 o (h, x) 
1! dh’ 


und machen diese Gleichung dadurch zu einer Grundlage von dreien 


(a+sb) 


Reihen 
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"Na " ыы Е 72 


1 dh das slı dh’ 
| der j A[d" fx | d Q (hx) d'*  [A[d"fx)d'Q(h, x) 
b h b BL. 
х (aes ang n -s- 130: 1 ih dx" T yh. dh? TWO Y х(а- {тт u-sli ee Ga ) "n dh’ 
welche entstehen, wenn s = 0, 1, 2,..., n—1 gesetzt wird. Sum- 


miren wir diese Reihen, so erhalten wir nach 203 folgende Gleichung 


| г d" хаһ) [d @ x) а" (x +h) 
0 тақ р Ру 3 et ei ci 
TES [Ux E +b s= E dien dx" 
V "och, x) d"f(x+h) ` 
(a nb) - TIE = = 
- de Afxi d£(h,x) Sa „= 
= zn E ọ (h, жу аа h || ЖЕ лы: M mms ade vi 


= x) А. Ska 


а" r Miss GH 
& = = 2 h Ges 
+ h ( وا‎ аһ Ü ( 3 x) —— ds” | h | | + ра: i: Е | 


уе ر‎ e 3X4 = a =) 
- п 
"i dh gu 
) 
Bilden wir nun nach dieser Gleichung zwei andere, so dass in einer 
a= 1, b = o und in der andern à = n +1, b = -1, n = n + 1, 


m — m-ı ist, zählen dann diese beiden Gleichungeu von einander ab, 


so gewinnen wir folgende: 


27 
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d'Q(h,x) неш) OW? 


vu T ‚dh. dx" 


(ж di Lr ач! ux Ф! í d" [АЁ 
=m) (009709 аз Kal OR zer 23) 


d us DO. dier vix A 
Mum um. | dh ах" =) 


I 


, (hx) “(м 
1", dh’ (Е) 


а А 
wo — dem > vorhergehen oder nachfolgen kann. 


dx h 
Dieser Gleichung kann eine andere Gestalt gegeben werden, wenn 


m (o. а ($) 
P Me m ei ea ZE 


und 


(n+1) . 


d" (Afs EZ: d" Afx| — dQ(h,x) di faf: 
(h, . d" (fe, а(х) (Ах 
Zlen с мү. |) 0029 apu E | дез T) 


gesetzt wird, nämlich 
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мо Fox) а" (xb) _ 
айс: د‎ 


d’ d^" jafx | d" [s 
= тиг (0). чус DEI = Far (200. Ж, CH 


$. 85. 


Alle diese Gleichungen 301, ...., 310 sind ganz allgemein und 
erscheinen hier zuerst; wir müssen, um ihren Nutzen zu zeigen, zu ganz 
speciellen Fällen übergehen, wovon einige wenige schon bei Wronski 
und Burmann vorkommen. Wir setzen zu diesem Zwecke nach dem 


Differentiiren h = o und erhalten aus 302 


aux 2 & dM Afx| qd fa а" fx 
M) Cer le E Le 
Ap dx (lr, Д" When. Sm qhawaqku Sé 
Setzt man hierin m = 0, so ergibt sich die Gleichung, welche 


Wronski Phil. de la T. II. Seite 43 N. 177 und Seite 46 N. 180 findet. 
Aus 307 wird 


312) Есалы tem "УЖЕ UE 


шат “кили л: кши S = 
dp ш er dx Ge "X. 21 


n 1 а-а a^ "is is dias f(x, ж қ x.) 
— е: Зали E dh?" dh?" 8997 h, - h h, 


wenn h, =0, h, =0,..., h, = o gesetzt wird, 


oder wenn h, = h, =.... = h, ist 


m 


27% 


Zpen tnm) 
DRS. 


313) = 
p yi o. dU de EN 
nat taspa (ee Қх,, крз, 
— әтсін Tal "TETTE nit*n2t..thim;*m ind 
Lis Ма. imi Spa t, WÉI h thao 


Aus 310 wird 


d fx сы, % ар | Ph ar 2 
na TOR ас), (esae V Om xem) 
hao 
Несі d" (ак 
E (alee de (5) 
h =o 
d d" jafx 
+ (= аһ! (е х х) nn ei) 


{. 86. 


Gehen wir zu noch speciellern Fällen über, und setzen m — ı und 
A fx\ a~ 


Q(h, x) = F(x +h) . Ka 


so wird aus 314 


315) MES re h). e) =: 


ах 
RN d^ [msn e? akaf dF(x+h) lAfxi* n d Afi 
аһ" (= Е(х 1) dh h E dh PUE IS =) - e F (x+h ) = SI i | 


% 


und setzen wir hierin F(x + h) — t, so gewinnen wir erst die Glei- 


chung 
316) 252% 1 чш а" ES ahii Т. Ак," 
ах аһ" em / J = \m аһ" Y) ^m dh"'dxVh | 


welche Wronski (Phil. de la T. H. Seite 47 N. 182) findet. 
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Wird aber in 315, m = — n gesetzt, und berücksichtiget, dass 
dF(x+h) — dF(x +h) 
dh = АШ» | 


so erhalten wir die Gleichung 


dx, d Abo 7% d Afs 
317ү = h = ----- IF(x+h 
de а an EI | aas (8% BEN 

һо ГЕ) 

und setzen wir sogar F (x + h) = 1, so entsteht die ganz specielle Glei- 

chung 

díx АЛАШТЫ” == а" Мх ү" 

г dx! (lE) ) Le Kal ) 

h=0 0 


welche Wronski Seite 48 N. 183 findet. 
Da F(x +h) willkührlich ist, so kann іп der Gleichung 317 statt 


F(x + h) auch gesetzt werden 


dF(x +h) d F(x + h) ; 
LI - oder EC £- = F(x + h) 


Hiedurch entsteht die Gleichung 


dfx d" АЙ жүн g Afx 
3 dp ш s = СО ass 
"7 Les dx ` dh" (вх Жер . É h | | аһ” Т (ғо =) d h | | 
Һзо 


NIE 


welche Wronski Seite 51 N. 186 findet. 


Hieraus wird die Wichtigkeit der allgemeinen Gleichung 314 erhel- 
len, da die bis jetzt bekannten Gleichungen, welche mit eben so vielen 
weitläufigen Beweisen verschen wurden, nur ganz specielle Fälle von ihr 
sind. 

L 87. 


Geben wir der Gleichung 319 eine andere Gestalt 
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d x d^ o» hun к а N h 1"! 
ai Ld (е six) |= aie (Fee Ir | 
LES M le 0 


so gibt sie, wenn n = 0, 1, 2, + + . gesetzt wird, Veranlassung zu 
folgender Reihe von Gleichungen: für n — o ist 
dx «Ех 


dfx dx 


= Kx +h)” . Gel 


en 


dx 4 
also wenn in Hinsicht x differentiirt, mit 2 vervielfacht, und in der 


obigen Gleichung n — 1 gesetzt wird 


dx а(а4х dFx| _ dx E вк EN 
ERIE WW WI x| EES el 5 
h-g 


т 


d [ e h | 
à remo" 
й h=0 
: : Ak, 28 1 > Me: А 
Wird wieder in Hinsicht х differentiirt, mit dix vervielfacht, und 
in der obigen Gleichung n — 2 gesetzt, so entsteht die Gleichung 


ах а [ах 4(4х «ау dx а " 5 
dfx қаса “ғ” ае dix dh dx (% (x+h) Le si ) 


d WA eg 
= gp [10W ЕЕ 1 


/ hao 


\ 
Werden diese Geschäfte, nämlich das Differentiiren in Hinsicht x 
А Ж Е Е. А 
und das Vervielfachen mit ——,‚ nmal wiederholt, und zugleich die obi- 


dtx 


e Gleichung zu Hülfe genommen, so ergibt sich die allgemeine Glei- 
5 5 5 9 5 


chung 


d d d d а” š F ] а) h 3 
Зэй So v e | x} bm (x + h) "sg 
) dix D (45 d a З | dh" | А J 


ER d zx 


n 


oder wenn x, — x statt h und dx, statt dh gesetzt wird, 


1 
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df d d d а" x —-x|" dFx 
32 5004 Поро JET T1 AEn 
d aslanlar" ГЕ х) | üx c [ë SS dx, | 


welche Wahrheit Burmann Seite 35 und 36 zuerst gefunden hat. 


{. 88. 


Ehe wir weiter gehen, wollen wir das Verhalten der Differentiale 
der höhern Unterschiede oder von A"fx in Hinsicht h und in Hinsicht 
x untersuchen, wir werden wieder zu Resultaten gelangen, welche bis 


jetzt unbekannt waren. Es ist 


wo q O 4. e e т 
und wenn x + (0—4) h = y gesetzt wird 
e m y = (0-9) Ey 
аһ ау аһ S tE «и 
азу ЛЕТ. 5 | 4 а ау 
کے‎ = (һ-- -- iv) = 
аһ: п / dx (a. y) un q) dx? 
Чу نت‎ г Фу 
ды — 8-9 ы 
mithin 
d" (4" fx) "is d'fy _ n?! d' T 


— dh" )س‎ KE dh" P z(-).-—m ‚(п F- q) Ta 


oder 


a ({(х+(т—1)һ 
au u SES 


d" (Ах) —» d'f (x--nh) 


Ad Au re dx! (ga dx* 
Ge d'et n-2)h) ж? өз (хаһ) 
р — r — s ла 6 ——— m 
Mes) we dx* C) (a EP. УЫ 


In dem Falle, wenn nach dem Differentüren h = o gesetzt wird, ist 


d'(A* fx) 


323) | 
dh: 


11-4 21-4 n=l- 
n n f n d fx 

= р бш DEN 2, É) mar ers E e Пе wm 
2 x [w (в 1) "mm +(п 2) Ch „ыа, In TD |. Ах” 


WEI) 


oder nach unserer Analysis Seite 353 N. 645 


б ач De f ) X S] d' fx 
324) Fer ir қаса”. E 


; 
“һо 


So lange also p kleiner als n ist, verschwindet die Function oder 


4” (АУ) 
395 ) | р" SCH 0 
326) (2) E wël = 
dh ПЕ dx 
und 
de" A" fs 4 tq ах 
397) Cem) = ы кетты — 


{. 89. 


Vermittelst dieser Gleichungen lassen sich mehrere Differentiale in 
Hinsicht eines Elements in Differentiale in Hinsicht eines ganz fremden 
Elements mit Leichtigkeit übertragen. Wir nehmen deshalb mehrere 


Hauptaufgaben, welche wir schon in einer frühern Abtheilung behan- 
delt haben, nochmals vor. 
Es sei 
у == фх 
тап sucht das nte Differential von fy in Hinsicht x. 


Es ist nach 311 


BRAND таста d eb d^ px 
RE eiert, Ri EE EA —— et h d 
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folglich 
328) C(n, p) = C(n - p; p) 
тутыу, Lë (fx, d Dei 
Ims cog) Tr ATIA pou 
"EET ya E 0 A 1 OIM. 
min nach 266 
dr fy qi fy E d? fy к 
329 Fo Kä е С (0,0) = ech U’ f(n+1) 
d' fy T ? d'fy » 
+ TU H ( һ—1,1) + 1 dei U Еп 
4° fy Р df 54 
* ray C(n-2,2) + ee . U’ f(n-1) 
AP os o $5 + 
d’iy d fy 
| . з САН WE f 
Б 1 dy" ССр 4 1" Le? j 
- wo 


Zb: d: 2 d' (ës d (ës 
x (тағ (8) Fre mae) AE | 


Diese Bildungsweise gibt auch Wronski Seite 67 М. 201. 


Von dieser können wir zu einer andern Bildungsweise übergehen ; 


es ist nämlich nach Gleichung 191 


ретеу 
1 


Sein ‚dh? Uh J = C (n-p, Di 


d’ (ах d ES | 
19. di? Ui] H ‚u dh | h J a TES 


folglich 


23 
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БЕКІ” |45 7 E 
"m dx" 6 ау” 1 dh" | h 1 dy: Е" dh": h өле» 
d d" [y di uj Y 
lef: qum s 
hzo 
Diese Bildungsweise gibt Wronski Seite 63 N, 198. 
% 90. 2 
Es sei 
332) A, = Q,x, 3 Уу, = P.X, D ME — Ф,х,, D 9; әл 
man sucht das nte Differential von f(y,, Yis У,, + + + > y.) 


Wir setzen 


und erhalten nach N. 283 

33) T T MW) ш 
nili na2al щш ET n "an 7” 
Тыным, DP АТЫР. а 


артты Ky., v. ny.) 
> PT FI dy. dy рез C(ni—pt,p1), C(n2-p2, p2),... C(Ün(m)-p(m),p(m)),, 
wo dem pi, p2,...., pm) alle Werthe von 0, 1, 2, ... . > bis 


nt, n2,...., (m) gegeben und 
ган d'H 
Cl), aus (—— (ar 
"ech \ e al. u e ү, : 


vH d'H 
uu. — r | v 
Фф, (ar). i TE 


gebildet werden, 
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Oder auch nach 331 


334) d=” "ERNY y.) 
1 


—— —— M NU NM 
nili nau) num) TE 
1 URN ER, 


A fy, sy.) аланы Hr ne Hr а) ЦЕ 


2 zU NE a dy? AS йу” i тое аһ": = 32-27 yJ] "2-82 жч SEET 


ш 


wo Pi, Рр»)... die vorigen Werthe erhalten. 


Das vollständige nte Differential von Қу,,...,У,) wird jetzt eben 


so gefunden, nämlich 


کک 


eee C(nim)-pan), pam)),. (dx J" (dx )"....(dx, )"", ho 


p. Gd yn ET TR эй 
335) Seege 5 EDO .C(n1= p1,p1),.C(n? — p2,p2), 


Ita a tP) - з=рә -pim pim 
336) ud d 1+. a DIR Re aa y) ` ам WW d? p? Н” кіре» pom) Hz ) 
/ Fr үй TN dy"... йу" EE ҒЫСЫ g Seen 


X (dU (dr) ах hm 


n i s. R2 420m (mn) = n 
und 

Di = 0, pas m. 1. йы 

Di = 0,1,2,.,..,n2 


pm) = 0,1, 2,....,n{m) 


Während p1, p2, ..., p(m) dieselben bleiben, können ni, n2,...,n(m) 


- sich verändern, und es kann 


Zu 
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für dasselbe рі sein пі-р = 0, 1,2,... bis n1-pi 
p2 n2-p = 0,1, 2, 2.,, bis n2—p2 
pm)  »{m)-p(m) = o, 1, 2, . .. bis n(n)-p(m) 


Es kann also für dieselben pi; р2,... , p(m) gesetzt werden 


бы WC dm Ыу.; ET 


d quonia FEES am шр 4 Age pı*n2-p2+.. “ага араш) 


алкен po ІШ" Hr’) 
, e HL. seet. 


-— 


Së BEER ua ao nean 
а(н. fr. Н? ... Hee) 
= om - (hy 


und folglich die Bildungsweise des nten Differentials auf folgende Art 


angegeben werden 


337) Doea) = ID d (HPH? H) 
EN. SEN Leier Lass cos Дутор y og AK - "(dh)" ` 
(Ох e (алу heo 
wo 
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nu* Nm os. nan) = п 
Base, 004,2, + 211 

EE CI 0,992, . RN WU 

NO - oj 

r = pt + p2 +... + pm) 

к За ҒЫН © ку БП 

ni == 6 По non oe D o5 

из == КК xL aS 
Иш == 02, SED. Чү 


gesetzt werden muss. 


Diese Bildungsweise gibt Wronski Seite 137 N. 252. 
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Sechste Abtheilung. 


I. DIFFERENTIIREN DER FUNCTIONEN, WELCHE DURCH 
UNENTWICKELTE GLEICHUNGEN GEGEBEN SIND. 


& 9. 


Ist 
338) у; X) ==” 0 
die Gleichung, welche angibt, dass y eine Function von x ist, so ist 


nach der frühern Untersuchung über die Unterschiede $. 37, wenn Ах 


also auch Ay verschwindet, 
339) d'De, x) = o, Фу, х) = o, Фу, х) —0,... 
und nach $. 38 


340 D о 
de dx dx 


und 


341) dy d,f(yx) | d,f(y,x) 
dx dx dy 
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Wenn diese angezeigten Differentiationen vorgenommen werden, so 
entsteht eine Function von y und von x, welche auf folgende Art be- 


zeichnet werden mag 


342) a 


dx E ‚(У х) 
i. 9. 
Nachdem dx gefunden ist, kann eine Aufgabe von viel grös- 


serem Umfange mit Leichtigkeit gelóset werden; nämlich 


Es sei eine Function von x und durch die Gleichung 
š 
уже)» em о 
gegeben; man bilde die höheren Differentiale einer an- 


dern Function von y nämlich von Fy. 


AE 
Es ist nur nöthig die Gleichung 342 mit T zu vervielfachen, es 


entsteht dadurch 


(Еу дус, .. dEy 
me: dy 
mithin, wenn 
343) I Эй Че 
d 1 
gesetz wird, 
1 dF 
344) У کر ا‎ Ё (у,х) 


dx 


Die höheren Differentiale von der Function Fy können jetzt nach 
früheren Vorschriften 5. 74 gebildet werden. 


{. 93. 


Hat die vorgegebene Gleichung eine besondere Form wie 
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345) Жу - фх = ا‎ aler fy ige 
in welcher y und x gesondert sind, so ist 

346) dy е dE т 
. dx dx dy 


Sollen nun die höheren Differentiale von Fy gebildet werden, so ist 


dFy 
dy dy dex у “ду 
dy dx — dx diy 
dy 
oder wenn 
347) E =ф,х und Eu : = == E 


gesetzt wird, 


348) 


Diese Gleichung unterscheidet sich dadurch von 344, dass hier x 


und y in zweien verschiedenen Functionen von einander getrennt sind. 


94 
Der einfachste Fall, wo 
319) fy == ME 
ist, und die höheren Differentiale von Fy gebildet werden sollen, mag 


hier besonders gewürdigt werden. Es 181 


350) СУ CER 

dx (ау) diy 
mithin 
351) dry ағу (ir _ ФЕу 


ақ Ze? ау Р \ ау) Ж d fy 


oder wenn 


id Fe" dFy 
35! == ша, 
352) (% | 5 ҮТ 35 ‚у 
gesetzt wird, 
а Е 
353) a == Le Pe 


Die höheren Differentiale von Fy sind nach diesem folgende: 


(“Еу ау d(f,y.F,y) а 
a Тан — Er, dy 5.) 


dry dy а f a d d 

Eoi BG sr 1 . —! f S =Í li | N 

dx? dx dyl dya y. F, d Уайт ы - Е, у) 
und allgemein 


d'Fy h SCH d XP? Еу 
35 === f E r) — ps —==® 
354) Se | һу sl (f y.F,y) = ap KE 
Dieses mit dem Vervielfachen abwechselnde Differential des Products 
f y.F,y lässt sich nach 206 in folgende einfachere Differentiale auf- 
lösen: 
f d^ Еу 1 | 1 qa 1 d 
асуы EE Lo ltz, He fy.) Ë 
355) 11^, (di) n qun | У Jy) Pe send fy dy ) 1 y 


1 d 1 1 а n-z 
Ағу, Ж Дк le MEE Ar AT; 
+ Zelt T) 1 M (esa D (қ y dy ) à y 
1 (UNS 1 qaem 
COE Noct EET 1 
+ E 1 M à] H y TOM | t y àpl E y 


1 ын 1 ША? 
заи | f Zu TON 
* = » dy m 4°“ i 5) 47 


oder auch auf folgende Art behandeln: 


de d'y 


mo... „ dy 
Zuerst werden die Differentiale — , ; 
dx dx dx 


gebildet und 
zwar 


29 


Фу 1 
1“, ах CS 1 


d'y 1 / dy 
== = + IY, 
Alt, dx? ڪڪ‎ 1? \ 1 M A f, y 


а M ( ECH £y 


mem cum 


d'y 1 ( d \s 
p == —] a f |, —— 
"neu a dx’ Te \ 1 у = f, y 


356) 


und dann das nte Differential von Fy entweder nach der Vorschrift 


© о Еу d 
357) IV — en C (n, 0) + TE ту Аш ы : C(n, n) 


тау" ` 1!" ау" 11 dy" 
ағу ағу d'y . 
oder weil 
Ca B 9 Je JE M VEN y) 


per] 


1h dx" n шен Де 


ist, nach folgender Vorschrift: 


358) 


(Еу а (ër Po d'(f y .F y) 
= -- . ue wo x = 
PE dx’ n re Seo xp Qu! (һ- 1 ‚ 0) nn РУ Sc? dy MO (п 1, 1) 


Ж ШТА) б nis. ee C{n-1,n-1)) 


| d'y d'y d'y ШЕТ”. 
1 


Cpu dx: H RA ах: H QU Mes з. ! 
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П. Uebertragen der Differentiale in Hinsicht eines Elements 
auf Differentiale in Hinsicht eines fremden Elements bei 
Funcüonen, welche durch unentwickelte Gleichungen 


gegeben sind. 
& 95. 


Es sei y eine Function von x und durch die Gleichung 
359) узу xX 
gegeben, man sucht die Differentiale von Fy in Hinsicht x. 


Zu der Auflösung dieser Aufgabe nehmen wir die Gleichung 319 
zu Hülfe, nämlich, wenn k die Zunahme von y ist, 
SN AF үн ау к _ Ф [dF(yek) feu" 
(Чу ` dk dy DM. | ad Dee | К ! 
k. 


|! 
\ k=0 


=0 


Ferner ist nach 351 
dër ^ Фу ау | cow dFy 
d cu m 


oder wenn 


dFy — dF(y+k)\ 
en | 7 ЗЕ 
gesetzt wird, 
«Еу - EE). қ [d F(y+k)) 
dx E м ау ак Л 
Wird nun in der obigen Hülfsgleichung n = 0 gesetzt, so wird 


dr __ а ;dF(y+k) (Шу 
ах = el dk lk ) 


www.rcin.org.p 


228 


Hiedurch ist die Rechnung eingeleitet; gehen wir zu dem zweiten 
Differentiale über, so finden wir 


d’ ч y. ai [Oen d' KE Hr 
— — | 
qe cg dy | k 7 


-11 

\ 

| 

/ kwo 
und folglich, wenn in der obigen Hülfsgleichung n — 1 gesetzt wird 


DIY 2 а" E (2) ) 
k 


dx} \dy/ 3e dy \ dk 


e x dk 


Его 
Ueberhaupt, ist 
dEr Â dq 'dF(y+k) Ë ve: 
ше = es CAE 7x) | 


' keo 


k 
gefunden, so besteht der Uebergang zum теп Differentiale in Folgendem: 


ës dy dr (dy d" (Fob Елі 


e қамат 


— nm F .--------- — о ا‎ 


б слу! аҝ̆ ау {* dk 
Wird nun in der obigen Hülfsgleichung n-ı statt n gesetzt, so er- 
gibt sich folgende allgemeine Bildungsweise 
і Еу d"* (ук) [poy 
360 — = 
) dx" Е | ак \k | | 


jb 
welche auch Wronski Phu. d. 1. Te. Seite 53 N. 189 gibt. 
Von dieser können wir zu einer andern Bildungsweise übergehen. 
Setzen wir nämlich 
vk y, also СОз- wey und wk = dr, 

so wie auch 
= 4۴6) 
= dy, 
und 

BÉ; | eye, GID 

dau k уу 
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so erhalten wir folgende merkwürdige Bildungsweise 


da ay dig Del i dy 


1 


r F P (eseu ЯЕ 
361) QE ke d | Ke | ‚4 E 
Уігсу 


welche Bürmann zuerst im Jahre 1803 bekannt gemacht hat. 


% 96. 
Ist die Gleichung 
iv emm 
gegeben, und ist 
die umgekehrte Function, so lässt sich der einzelne Fall 
d^ „m 1° x au 
(у ) oder ДОЙ 
dx dx 


leicht aus der Gleichung 360 herleiten; es ist nämlich 


kpr y" 


und 


dF(y+k) _ diy+k)" 


— 


= anfy + ky" 


dk dk 
und folglich 
ET. d' (y^) Ф (Qx)" de г Aa A 
363) се БАДР, Ы — Tac танды 
dx oder KR = m m (0 +k) a г! | 


ko 


Diese Gleichung findet Wronski P. d. 1. T. Il. Seite 229 N. 312. 
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Ш. Uebertragen der Differentiale in Hinsicht eines Elements 
auf Differentiale in Hinsicht eines andern Elements, welches 


sich in den gegebenen Gleichungen befindet. 


4 97. 


Es sei 
364) Qx = la+b.rx) 
In dieser Gleichung ist x sowohl von a als von b abhängig, die bei- 


den Elemente a und b selbst sind von einander unabhängig. 
Wird zur Abkürzung 
а b. em = y 


gesetzt, und das Differential in Hinsicht a genommen 


(dx |, алх dfy, dx =- dfy 
\ dx "А re у 
und auch in Hinsicht b 
|а Qx b Qux ka dx. dfy 
ж АГ ча араш” ^ dy 


und werden diese beiden Gleichungen mit einander verbunden, so wird 
dx “ах 
365 — EE 7 vi рн 
dibow FT! qa 

Nach dieser Gleichung lásst sich das Differential von x in Hiusicht 

b auf jenes in Hinsicht a übertragen. Dieses gilt aber nicht allein vom 


Differentiale von x sondern auch vom Differentiale von yx, welches 
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eine Function von x und andern bestündigen Grössen ist; denn wird die 


, dux ) А 
vorstehende Gleichung mit x vervielfacht, so wird 


аух dx ` d ух dx 
ES, a “ылып scr 
oder 
| d Jx dx 
366) dp == Fx. 7 


Die Function px ist ganz allgemein, nur darf sie keine Differen- 


5 . dx 
tiale von x oder kein — enthalten, denn 


da 
| dx 4 =) ‚ [dx] 
d L dëi _ а) dx к d (s. x (т) 
ab Yada 7 dx D ei r db 
ЕЗ 
Па nun 
ах 
de d (dx,.. d (x. 
db- Zen ЛАВ Зан Д 7) 
aber nicht 
dx 
dE (4% 
dbhi i T ' da \da 


4 а qx. у 
ist, so kann auch statt 2,7 X, j nie gesetzt werden 


d dx 
а [ % T) 
Wollen wir auch zu den höheren Differentialen von jx in Hin- 


sicht b übergehen, so zeigt uns diese Bemerkung, welchem Wege wir 


ausweichen müssen. Wir nehmen daher eine frühere allgemeine Wahr- 
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heit 290 zu Hülfe; nach dieser ist, weil x eine Function von zweien 
unter sich unabhängigen Grössen a und b ist, auch bei Producten eine 


Verwechselung der Elemente a und b gestattet, und es ist 
d m d 4” 
a (629 cao) “о >) 


Wird diese allgemeine Wahrheit mit der obigen 366 verbunden, 

so entspringt daraus folgende 
d „ @ ' d mu mt nose 
ai em x OI) mas (o9 E an 


wodurch der Weg zu den höheren Differentialen von Jx in Hinsicht b 


gebahnt ist, denn 


SX = (оху E) = (er) 


_ аз y Kalb a (a9 e) m a m c) 


Ueberhaupt ist 


(“уж _ (ху. dix 
db" da Np da 


gefunden, so ist 


warm 


und nach der obigen Gleichung 


367) Mer (озу. 45) 
i db da" da 
f. 98, 
Wir legen eine Aufgabe von grösserem Umfange vor 
T 
| anx+f, art, (а, 7,X ÍT, , [a аала, (2.7 „х) | Із) 


N 
mit 


www.rcin.ol 


233 


und fragen: wie können die Differentiale irgend einer Func- 


т 


tion von жіп Hinsicht дег Elemente а, а,,...-.% 0. att e 


Differentiale in Hinsicht a übertragen werden? 


Zur Vereinfachung der Rechnung werde gesetzt 


369) алх + Ё, (a, т, xt (An х) гем) =X 
1 $ 1 

a z, x+ f, (a. РСТ +f. (а„ тх)... S" 
m=i : т-і 

a,r, X+ f, (а, z, x + Е + f, (ат, X) e] zm № 
2 з m= 

a, z, X f, [а z. x + Же: +f, (a, Fa x)... = X. 
m=3 $ 4 m-3 


uer MET x an Ë. (a, r m x) = Xa 
à Tm x — X, 
Es ist 
d. fX ах df X, ах, df X. 


da, ай, a e vr De 


und 


folglich wenn zur Abkürzung 


d£, X. 
dX 


w 


370) — 


gesetzt wird 
dx d 
ma 3 (2224 Үл 4/7 тх 
р 


Nach diesem ist also 


30 
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dx 4 
TA (@x - X) = X" zx 


da 
dx d (09 ts) 
karl a XU. x 


dx d to) (2) (2) 

da, H Ж (9x - fX) — X a A . X m т, x 

dx d сөз "7 (2) (32 
шалы N) = XOXO XOK”. x 


D D D H H D D D . D . 


ша а 
سے , س‎ En = со) (1) (2) 3) aiti 
da. dx (@x fX) NSIS Р ا‎ MZ 


Werden nun je zwei aufeinanderfolgende Gleichungen mit einander 


verbunden, so entstehen die Gleichungen 


371) dx pes NUR 7x dx 
da, zx da 
de Z em ESSE РАР Xe 
da, 7x da, zx da 
dx pu ZE 42.7 ах = XV, X' хе Gë dx 
da, 7,% da, zx da 
dx -- Wim FAX 4 dx = Xx X x Za É dx 
da, Та > d.a | өм | ps = 
d yx 


welche eine grössere Allgemeinheit erhalten, wenn sie mit » ^ verviel- 
x 


facht werden, 
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dix 5... rz нх 
EL ` e ee 
T — sun тх Фрх 
da, тх da 
dix хо уо» KO) 7,X dix 
Se 3 RN к ES 
dYx ET II QE M a rax dwx 
da zd Za 


wo jx eine Function von x und beständigen Grössen ist, und kein 


ШЕ enthält. 
da 


Werden die höheren Differentiale 


азух ds 7) er arasa ух 
Tl gut © >’ е 9 И EE 
ба e da," (da ШЫТ. 


auf Differentiale in Hinsicht a übertragen, so zeigen sich verwickeltere 


Gesetze. 


§. 99. 


In dem besondern Falle, wo f, = f, = f, = .. = f, die erste 
Potenz bedeutet, wird 1 an ihre Stelle gesetzt; die Aufgabe wird da- 
durch einfacher, nümlich: Es sei 


373) фх = fayx + a л, X + a, m, X %.... * a, т, X) 


тап übertrage die Differentialc von Jx in Hinsichta ,a,,...,a, 


auf Differentiale von yx in Hinsicht a. 


Die Auflósung liegt in folgenden Gleichungen 


30* 


374 ) AES: 


da, zx da 
dix _ ss d4x 
da, Ge 7X ` da 


dx тх Фух 


daa BO da 


dx z. x dx 


da, ж ua 


welche nach 371 gebildet sind. 


In diesem Falle befolgen auch die höheren Differentiale wieder ein 
einfaches Gesetz, worauf wir bei der allgemeinsten Aufgabe 368 ver- 


zichten mussten; es ist nämlich nach 290 


Zb äi, 4 ha ав, 


da, da da | : da! 
folglich 
«алары ЖЕ EN Fr е 
da, da, zx 4а ! да (тх da, da \ \ zx da 
ferner 
=: (ee lee 
da) da da, 1! zx a ] da^ V rx) da 


und allgemein 


375) ЕЕ ри Gi. -d 


Ferner ist 


da; da! da" da! 


Dep гіт Ф | izX ES 


und nach denselben Grundsätzen 
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т. (пау. т) = z (E Fe ei 


da! (тх аа ) dai 
folglich . 


- dx dq 7X we nr TEX: 


бада 7 dai 


und allgemein ist 


LEE AE ETTE ZUT È] 
d jx 


377) nn = 
ni n2 ЖР — 
da; т dar. das, 
тіп. 4514154 зі Аме, pu 
Ld E тх EZ аух 
(da) us ух = / ж. da J 


Aus dieser Untersuchung geht hervor, dass bei diesem Uebertragen 


der Differentiale die Function f keinen Einfluss hat. 


$. 100. 
Dieses Uebertragen der Differentiale auf andere Elemente findet auch 


statt bei Functionen mehrerer veränderlicher Grössen; es sei, 2. В. 


378) Q(x, x) = f(a. z (x, xJ + b.z, (x, x,)) 
und 
p (x, xX)zf(a.y(X x) + b, . y, (х, x,)) 
man übertrage die Differentiale von (x, x) in Hinsicht 


b, b, auf Differentiale von p(x, x) in Hinsicht a und а. 


Wegen der Kürze wird statt 


` 
Q (x, х,) 3 т(х, х,), т, ж x,) 2 ORES x.) 3 у(х, х,) > y (x, х,) 
gesetzt 


Ф 3 т 2 77 


also 
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Q = Ға ар." D52125) 

@ = fa: y + D, vy) 
Die Elemente a, b und a,, b, sind von einander unabhängig, eben so 
auch x, x, voneinander unabhängig aber Functionen von a, b, a,, b, 
Wird in der ersten Gleichung nur x allein als veränderlich ange- 


nommen, so ist nach 367 


d, Ap (x, D = umm. d, (x; x) 
db T x da 


und wenn nur x, veränderlich ist 


d. y, х,) E E d. (x, x) 
db er EON da 


beide Gleichungen durch Zuzählen vereint 


djs x) doux) 5. (% Vo), d ух) 


db db == da da 


geben das vollständige Differential von (x, x,) 


379) й 4 (х,х) ж, (хх, dix x,) 
4 "og alex) da 


wo sowohl x als x, veränderlich ist. Eben so ist bei der zweiten Glei- 


chung 
380 d JG; х,) pe" y, X1) d (x, x,) 
) db, у(х, х,) da, 
oder, wenn wir wegen der Kürze 
т y! 
ү (хх) = JV > PN L › T = u 


setzen, 


pis dv | 
381) dib = ue TA und db, "Т^ 
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Wollen wir zu den höheren Differentialen übergehen, so haben wir 
die Willkühr in der Ordnung des Differentürens zu berücksichtigen , 
welche nach 290 bei von einander unabhängigen Elementen gestattet ist; 
nach ihr kóunen wir 
d Sud “Жаны 
E ц" Ed کڪ‎ S du SCH (ін 4 v) 
dhb da 
setzen, Diese Verwechselung bahnt uns den Weg zu den höheren Diffe- 


rentialen, nämlich zu 


Qu — d di. cec kc ui 
dp zZ = л" m 
Ф 4], аа ағ See АШАЙ 
und allgemein zu 
Py LU NONE 
dh? т Жаа P d al 


es ist also 


| dx) dE ра, Qux)" dix, x), 
382) w c - лат” (Е (х, xj 1 da | 


und eben so auch 


383) dux) — Ser mir, Kuer . dx, х 
383 ) ар" T daj \ у(х,х,) 4а, | 


Nach diesen beiden Vorschriften können die höheren Differentiale 
in Hinsicht b oder b, durch Differentiale in Hinsicht a oder a, ersetzt 
werden. Es ist noch übrig, Ше Differentiale in Hinsicht b und b, zu- 
gleich in Differentiale zu übertragen, bei welchen die Elemente a und a, 
zu Grunde gelegt sind. Es ist 


d MEAE REUS 
dh*db* TU а DR od ea] 
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Die Auflösung der vorgelegten Aufgabe beruhet also auf dem mten 
Differentiale 


а" "a o» 
ар" [e "Ta | 


und dieses wieder ganz auf der Willkühr in der Ordnung des Differen- 
türens, welches wir in 290 zuerst gezeigt haben. Fangen wir bei m = 1 


an, so ergibt sich durch diese Verwechselung der Elemente 


RECH AU re ас ANM do d b, 
ait ты = z Ë mm (ч. Saw 


und bei m = 2 


СИ Ge 
АЯ 


dip dae? | : dap 
da u.u,.. 


Er 


d d 
odd (v ui - di | = a= (ғ. Es E 
da, da, А Я 


und allgemein 


a D = = d P u” dy 


db" da daî \ "жоЛ 
ERT, рі d Cie 0H 
oder A өті: 2 Vë x) 


Es ist folglich 


384) ES) d (Sei (хор ‚ dé(x,x,)) 
(4 d.d Ta ar) x) d J 


ақ)” (e= 4 bd ZA 


" dar.dan'\\mlx,x,) мшу) da, 


t 


Eben so können bei den dreien Gleichungen von der Gestalt 
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бух, хх) == f (а л(х,х›х,) +b z (x,x, x,)) 


Ф,(х,х,, x,) = f(a у(х,х ‚х,) ar b, y (x, x,,X,)) 


PIE X, x) m f. (a, x, x,X) + b, A (x,x, x,)) 


die Differentiale von jJ (x, x, x,) in Hinsicht b, b,, b, in Differentiale 


übertragen werden, bei welchen die Elemente а,а,, a, zu Grunde liegen. 


Zu diesem Uebertragen der Differentiale auf Differentiale mit andern 
veränderlichen Elementen hat uns zuerst die Entwickelung der Functionen 
in Reihen von Lambert 5, Laplace **), Lagrange *), Veran- 
lassung gegeben, und zwar, zu jenen in 5. 97 und 5. 100, denn 5. 98 und 
$. 99 erscheinen hier zuerst, Man wird in den Schriften dieser Mathe- 
matiker andere Wege finden, wodurch sie zum Ziele gelangen, als der- 
jenige ist, den wir hier eingeschlagen haben; aber es wird auch aus 
unserer Untersuchung deutlich hervorgehen, dass diese Entwickelungen 
ganz auf der Willkühr in der Wahl der Ordnung beim Differ 


($. 79) beruhen. 


enüiren in 


% 


*) Siehe die Schriften der Berliner Akademie vom Jahre 1770 Seite 995. 
**) Die Schriften der französischen Akademie vom Jahre 1777 Seite 99, 
***) Theorie der Functionen. 


` 
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Siebente Abtheilung. 


HÓHERE DIFFERENTIALE EINIGER BESTIMMTER 
FUNCTIONEN. 


Bei den bekannten Fällen 


d'sin: (ax 4b) "A ^ n 
— == а” .sin: [—.z+ax+h 
ах 2 


а" сов: (ах+Ь) 


Р n 
= a". cos: Lens 
dx 2 


Ға” х 01 A 
de == HI u g:a) 

wollen wir nicht verweilen; es genügt hier, sie erwähnt, und bemerkt 

zu haben, dass sie sich unmittelbar aus 157, 158 und 162 ergeben. Wir 

eilen zu umfassenderen und bis jetzt noch nicht gelösten Aufgaben, wel- 


che wir in folgenden Zeichen vorlegen und in derselben Ordnung lösen 


wollen: 
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d | ` 
1. ES (ен) ДА +B. (a + GN | 


ш 


d | P 
IL ES Bees 


M 4 N.lg SCH 


Ш. = | a". Cim 
IV. m [nes ases —— I 


"rin? 


d" 
und -- 4 а,+ х,а, FX grassy a, + x| 


x = (a,+x)(a, > S (а,жх) 

d [ mra 
Vi IIT e.s‘ 

dx” bo, E а, _| 


ҮП. Жы = BEA РҮ ) 


n nel п=2 


Von allen diesen allgemeinen Aufgaben sind nur zwei sehr specielle 


Fälle von 1. und VII. bekannt, die an ihrem Orte werden bemerkbar 


gemacht werden. 


ur” 
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L Höhere Differentiale des Binomiums 


((a + bx)". (А + B (a + b x))') 


á. 102. 


Es ist 
” EN , 
385) -— (ачхучағҚанкуу = p.b.(acbx)"". (A+B (а+рх)")" 


+ nq. b.B(acbx)".(A«B(aebx))"* 


Nach dieser Vorschrift lassen sich die spätern Differentiale bilden; 


sie nehmen folgende allgemeine Gestalt an: 


386) die soo Bex) A 
ах 


= a(m,1).an** (qD)'. b". (a-cbx)'**17", (А+В(а+рх)")" 
+ a(m,2).n' 1. (qB)'.b" (a4 bx)" 1". (A+B@+bx)") 
 a(m,3).n*^*. (qB)*.b"(abx)"**1". (A+Ba+bx)") 
+ o(m,m^1).n"'^* (qB)". b". (abx)*" 177. (А+В(а+Ьх) уг" 
Die Bildungsweise der Vorzahlen a(m, 1), a(m, 2), a(m, з), ++ + + 
ergibt sich durch das Differentiiren der Reihe für m-ı in Hinsicht x, 


nämlich 
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387) amı) = (p + og-m + 1). a(m-1, 1) 


a(m,2) = (p + tq-m +1). a(m-1, 2) + a(m-1,1) 
a(m,s1) = (р + sqm жа). a(m—-1,s-- 1) + a(m-1, s) 
am, m+1) = 0 + а(т—,т) = 1 


Nach dieser zurücklaufenden Bildungsweise erhalten wir folgende 
Differentiale: 


us 
dx 


388) beet (уу = 


= (p+0q-0) (р+о 4-1) b^ (a+bx)"t? 1? (A+B(a+bx)®)" 


+ | p+o q-0 1" “(АВ (абу 2(A+B(a+bx)9y"" 


р+і 4-1 
жа” (qB) p (ағу (A+B(a+bx)")"7? 


ferner 


d 


3 
dx’ 


389) 


EEN => 


= (р-94-0) (p+og-1) (р-ю4-2) Һ(а+х)"* °° (A+B(a+bx)")" 
+ |р+о о | р+о q—1|n'!"2(qB)'b'(a+bxy"*'2 (A+Bia+bx)")"" 
р+о 9-0 | p+1 4-2 
p+ 4-і | p+1 4-2 


+ |р+о 9—0 | n'"'(qB)' b? (axbx)" 5^ (A«B(aebx)!)"* 
p+ 9-1 


p+2 4-2 


+ n'"(qByb'(aebx)" 1? (A+Ba+bx))"? 


und 
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390) == ENN = 


= (p+0q-0)(p+0q-1)(p+0q-2)(p+0q=3)1*(arbx)"**""* (A+B(a+bx)")" 
+ |p+0q-0 | p+oq-1 | p+oq-2| n'" (qB)'b'(a«bx)*' t (A-B(asbx)?)"* 
p*oq-o | p+oq— | p+1q-3 
р+о9-0 | petq-2 | p+1q-3 
P+1g-1 | p+1q-2 | p+1q-3 


+ lp+oq-o | p+oq-1 |а" (gB)’ b* (a bxy’ (A+B (a4bx)!)"* 
p*oq-o | p*1q-2 


p+1q-1 | paiq-2 
р+04-0 | p+2q-3 
petq- | p+2q-3 
p+2q—2 | p+24-3 


+ [р+о 4-0 | a’ (gB)’b’(a+rbx HT (A +B (ae bx)! ^ 
p+ 4-і 
p+2 4-2 


р+з q—5 


+ n’ (qB)* b* (a+ bxy? (A + В (a bx))"* 


$. 103. 


Die obige zurücklaufende Bildungsweise 387, aus welcher die vor- 
stehenden Differentiale entsprungen sind, lässt sich auch in eine andere 


verwandeln, durch welche eine Summirung der Producte in den Vor- 
zahlen oft leichter herbeigeführt werden kann. Wird nämlich s-ı statt 
s und m +s statt m gesetzt, 


am +s, в) = (p-m + (s-1) (q-1)) .a(m+s-1, s) + a(m+s-1, s-1) 
und hierin 8 = 1, 2, 3, 
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am+1,1) = (p-m+o(q-1)) . a(m,1) + а(т, o) 
am +2, 2) = (p-m+1 (q-1)) . a(m 1,2) + a(m 4 1,1) 
о(т +3, з) = (p-m+2(q-1)) . a(m+2,3)  a(m +2,2) 


&(m4s,s) = (p-m+(s-1)(q-1)) + alm+s-1,5) +a(m+3s-1, s-1) 


so entsteht durch Zuzählen dieser Gleichungen folgende zurücklaufende 


Bildungsweise : 


391) айт--в,8) = (p-m+o(g-1) . a(m, 1) 
(p-m +1 (q-1)) . afm + 1,2) 
(p-m+2(q-1)) . a(m + 2,3) 


+ 
+ 
du 
+ (p-m+(s-1) (4-0). a(m +s-1,5) 

In dieser Gleichung setzen wir m = 0, 1, 2, 3, . . . + und summiren die 
Reihen, welche hiedurch entstehen , nach der Gleichung 509 unserer 


Analysis Seite 305, nämlich nach der Vorschrift: 


ы s+h+1 h+u+2l=ı 
(p-h-1+u (4-4). ur = (p-h-t&u(q-1)) . са 
- АГЫП h heus 3l724 
+ (p-h-14(e1)(q-1)). RES + (h+u+2).(q-1) . TV 
ght atil: 


+ (p-h-1+(u+2) (q-1)). 


girit 
+ 


(s=uy"*t"* nn 


„++ 
i 


+ (p-h-i4(s-1)(q-1)). 


Wir erhalten hiedurch für die Vorzahlen der Gleichung 386 eine Bil- 


dungsweise, welche die Gleichung angibt: 
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(s+h)"* 11-1 


үн 


392) _ а(з+Ь,в) = N'.(q-1)° 


Я s+h he21-1 


d R (s+h)™ 21" . | (s+h 2Һ21-% 
N a see N ET 


1 


deren Vorzahlen №”, NP, . . . . folgendes Gesetz befolgen: 


393) Ке = (p-heo(q-)). N,"" 
М” = (р-һ+1(9-1)) . NY” + (he. NIU 
№" L(p-haq-0). N" + (h+). Ki 


1-1) 


NP L(p-he«v-0(q-70). №7 + (hevi). N, 


N. = 0 + Qhip му" 


Werden aber die Reihen, welche sich bei der Bildungsweise nach 


391 ergeben, nach der Gleichung 515 Anal. Seite 308 summirt, nämlich 


nach 
1?! nili 
(k«o(q-1)) . in == (k -(n+1)(q-1)). EL 
gi n+2la 
+ (k+i(q-1) . pU Ann (ea uem 
+. 
nli 
+ (ks (05) « Zen 
so nimmt ois + h, s) folgende Gestalt an: 
h+ılı h+2ls +з 
394) a(s+h,s)= P, n P (qu! et Р". (Alt, Ze Ж... 
2ћ+21- 
RK af + Pin (NV. m 


wo 
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h + Dq- РФ” 
(h + 2) (4-1) . Eu + (h де 1) 4 Bs 
(h + 3) (4-1) 3 mc + (h + 2) a pus 


385) РӘ = 
pP? zh 
PP 


~ 
Pë 
[ 
Ee 
i 


Ру” (p —h Heh + v) (4-1). РИ" + (уа). BP 
PO = 0 + (h + 3) . Pi” 
Da nun P” = p-q-: und PP — 1, so lassen sich die übrigen aus 


ihnen herleiten. 


Werden zuletzt die Reihen nach der Gleichung 520 Anal. Seite 310 


summirt, nämlich nach 


nli n+2lı 
(u + vk). чы == (u + vk). P= 
yn CO a 
+ (u + (v+1)k) . FD + (ar 1)k-u). — ан 
E 1 
or 
cp 
+ (u +(s + v-1)k). e 


50 gewinnen die Vorzahlen der Reihe 386 eine andere Gestalt, 


ah+2lı = ah+2lı „oy2hr2lı 
396) a (s+h, s) = es: 8 айы AU? Za _› ae + 0% CABE COMO RS 
т (s-h-1 zh+2lı 
+01, = 
wo 
32 
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397) ©" = (p-h + 004-1) . 0/7” 
О = (p-h + 1(q-1)) . Q7" + (аһ + 2=) (4-1) =p + h) . О" 
0 = (p-h + 2(q=1)) . 05°” + (Sh + 2-2) (9-1) = p + h) . QF” 


О” = (p-h+(v-i)(q-1)) -QP + ((2h + а-у) (4-1) = p+ h). OU 
D ; (Ваз) (a) bs NM. A 


und wo 


Dr — риш! per d 


À 104. 


Von der Form des ersten Differentials hängt die Form der spätern 


Differentiale ab; geben wir dem ersten Differentiale die Gestalt, 


1 
398) = ((a bx)" (A+B (a+ bx)*)*) = (p+nq) b (a+ bx)" (A +D (a + ben" 


- nq b Ala+ bx)" ' (А+ B(a Бу 


so geht sie auch auf die spätern Differentiale über, nämlich 


Я g" 
ا‎ = ((а + рх)". (A+B (a + ke") = 
= (ағ ву” (m,1) . n'"* , (qi . b^ . (A + B (a + baim 


-«(m,2). n'** . (qÀ) . b" . (A + B(a bx)" 
(m, 3) . аһ”, (qA)! . b^ . (A + Bla + bx)" 


(—)" cm , m1) . n"^* , (qA)". b^. (А + B (a + һу") 


wo die Vorzahlen folgendes Gesetz befolgen: 
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400) (m, 1) = (p-m + 1 + nq). c(m-1, 1) 
c(m, 2) = (p-m + 1  (n-1)q) . c(m-1,2) + c(m-1, 1) 


((п, 3) = (p-m + í + (n-2)g) . c(m-1,3)  c(m-1,2) 


(m,s41)- (p-m + 1 + (n—s)q) . c(m-1, s+ 1) + c(m-4, 5) 


сап, m+1) = 0 +c(m-1,m)=1 
Nach diesen Vorschriften erhalten wir die höhern Differentiale, und 
zwar 
Р d 1 Ñ 2 
401) X Va (A+B (a+1x)") | = (a4bx)"* x 


ШҮ? (p-1*nq-0q) n°” (дА )° b? (A4B(a--bx)*" 


- |p-9*nq-oq| а” (qA)' b* (A*B(atbx)")" 


р-1+019-14 
Fn" (qA) b! (АВ bo 
ferner 
P 
e dd x ((atbx)' (A+B (a*bx)'] sl = (a4bx)" x 


(р-°+иф-од)(р-з+ич-оф)(р-2+аф-офуп° (qA (А+В(а+Ьх)?)" 
= |P-0+nq-0q | p-1+nq-0q| n'^"'(qA) (A+B (а+рх) у" 
p-9*nq-Àq | p-?*nq-1q 
p-itnq-iq | p-2*nq-tq 
+ |p-9+ng-0q pim (АА) (A+B (a+ bx) KAS 
p-1tng-1q 
p-2+ng-2g 


Ж. һи" (4АУ) (А Ju B (a er bx)" EN 
Je s 
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und eben so auch 


d’ 
ах" 


403) (анх. (A+B (a+bx)") ) = (abs yr Dax 


((р-°+па-од) (р-1%п4-04) (p-24nq-9q) (p-3+ng-0q) (A+B (а+рх)")" 


= |p-0+ng-0q | p-1-4nq-9q | р-2%п4-04 n'""'(gA)'(A+B(a+bx)?)"" 
p-o-nq-oq | p-1+ng-0q | p-34nq-1q 
p-o-uq-oq | p-2+ng-1q | P-3+ng-1q 
p-1+ng-1q | p-24nq-1q | p-34nq-1q 
+ |p-o4nq-0q | p-14nq-9q п" (qA)' (A + B (a + bx)" у" 
p-ornq-oq | р-2+24-19 
p-i4nq-iq | p-2*nq-1q 
p-O+ng-0q | р-3+19-24 
р-1+14-14 | p-3+ng-2q 
p-?rnq-3q | p-34nq-2q! 
- |p-o4nq-oq, п" (qA) (A +B (a+ bx )"" 
р=-1+14-19 
p-*+nq-2q 
lp-3+nq-3q 
+ п (дА)* (A+B (a + bye") 


bomo 
Die zurücklaufende Bildungsweise 400 lässt sich auch in eine an- 
dere verwandeln, 
404) c(sie h, s) = (p + nq - h - o(q + 1)) . c(h, 1) 
(p + nq — h - 1(q + 1)) < c(h + 1,2) 
(p 4»nq-h-23(q 1)) «ch + 2,3) 


hg 445 Е 


(p + nq — h- (s-1)(q+1)) . c(h + 5-1, s) 
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und diese durch Summirung der Reihen nach der Gleichung 509 Anal. 
Seite 305 in folgende: 


hant 
Es sur (s- ya 


Ka OM сы i 
oyhralı $ hs zh+2lı = 
Xm». C and cy nete e. L 
wo 
406) RP = (p+ng-h-0(g+1)). RU” 
RD = (ptng-h-1(g+1)). RE? + (h+). Rik 
| (ptiq-h-xq*1).R7^" + (+2), К” 
R = (p*nq-h-(v-)(qe1). RF" + (h+v-1). Күс” 
e, == 0 + Gh). geo 
und 
R” = p+nqg und R” = 1 
Durch Summirung der Reihen, welche aus 404 entstehen, gewinnt 
man nach 515 Anal. Seite 303 folgende Bildungsweise: ; 
ве ga 
407) c(s+h ›5) — K rit (qe -U 3 ШЕШ (ан) 
sol s! xh 211 
FUP. um qq) om Ur. LEI (qe 


wo 
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408) Ur = (ptng-h+(h+1)(g+N)) . U 
HE (p+nq-h+(h+2)(q+4)) : WIR + (hau, U” 
UP = (pruq-hhr»(qr)). е (na Шы 


UF = (раъд Вау) н) JUN" + (Һа) . U 


Un = 0 SIL Ml 


h+ı 


Eben so kann durch die Summirungsweise 520 Anal. Seite 310 eine 
andere Bildungsweise von a(s+h,s) hervorgebracht werden. 


Da 


(a+b x)" (А + B(a + bx)" = (a+ рх)" (В + А (а + bx) y 


so hätten alle diese Gleichungen in den $$. 104, 105 aus jenen in $$. 102, 


103 hergeleitet werden können, wenn p-nq statt p und — q statt q ge- 


setzt, und A und B vertanscht worden wären. 


“ 106. 


Wird dem ersten Differentiale die Gestalt 


409) = ((а+ х). (А +B(a+bx)") 1 = 
= (А + Bla + bx] ^ [p bA (a + bx)" + (p + nq) b B(a + pare) 


gegeben, so ist jene der spätern Differentiale 
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410) (а + рх)? (А + В (а + “ЗЕ 


= (А + В (а + bx)! Pb | (m4) . АЗ &JB^ , (a bx 


+ m2). Ағ!, Бі, (ашыш 
dp, әу; ACC uu B^ da qr 
Буе pe > 
+ mm), А”. B" . (a+ bay 
wo. die Vorzahlen folgendes Gesetz befolgen: 
411) (т, 1) = (р + oq-m +1) . e(m-1, 1) 
e(m, 2) = (p+ iq-m * 1) . e(m-1,2) + (p+ m-m+1)g-m+1) . e(m-1, 1) 
е(т, 3) = (p+2q-m + 1) . e(m—1,3) + (p+(m-m 4 2)q-2m41) , e(m-1, 2) 


e(m, 4) = (p*3q-m +1) . e(m-1,4) + (p+(n-m 43)q-m41) . e(m-1,3) 
(m, v+1)= (p+vq-m+1) . e(m-1, v1) + (p4-(n-m* v)q9m41) . e(m-1,v) 


e(m,m*1) = 0 + (p+nqg-m+1). e(m-1, m) 


Die nächsten Differentiale sind daher 


412) ZS (( +x)". (A + B (a + ху) = (А N Е xy) * 


D x (tp + 04-0) (р + 04-1) A! p? (a D bx)" 


кір + 04-0 | p-1 + nq-1q| AT B'(a + bam 


p + 14-1 | p-o + ng-oq 


+ (p-0 + 4-04) (p-1 + nq-oq) AT B (a + ا‎ ° 


und 


WWW.rcin.o rg.pl 


256 
413) le + bxy.(A + B (a + bx) ') = x T 


x | (р-ю4-0) (pt?q-1) (p+oq-2). AT B". (a4bx)''*^ 


+ | p*oq-o | р-94-1 | p-2+nq-2q | A’. B' . (agbx) 
pHq- | p-142q-tq 


p+0g-1 
p+1q-1 | p+1q-2 | p-o+nq-0q 

+ | p+oq-0 | p-14nq-1q | p-2+nq-1q | А'. DB:.(a+bx)rt*"u-: 
р+19-1 | p-o+nq-q | p-2*nq-1q 
р-:4-2 |- p-o-nq-oq | p-1+-nq-oq 


+ (р-о--а4-04) (p-1--nq-oq) (р-2--14-04) А" B: (a ghe) 


$ 107. 


Die höheren Differentiale des vorgegebenen doppelten Binomiums kön- 
nen auch nach 188 dadurch gebildet werden, dass die beiden Haupifac- 


toren jeder für sich einzeln differentürt werden; es ist 


,d (xy 4"“(А+В(а+х)')° 


des (е) (Ar Bar] mera re тышы 
und 

TO. — OE. Қаны)" 
folglich 


www.rcin.org.pl 
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т 


414) Pa. (ағу. aHBa+9) ]') = 


9 P 
dou b мі (a+bx) qum ах" 


ез s а d"'(A+B(a+bx)3)" 
+ . b*.(aybx)"' . — ا‎ 


pr: p2 ENEE AE d CAE 
+ SE .b E (а+Ьх) ° h аха 


kh | p" | (A+B (хуу 


4t 


+ 


pc , b" (a4 bx)"" ee) 
D ` 479 ах” 


49h 


Sind nun nach den vorigen Methoden die Differentiale für den Fall 
р = о gefunden, so kann das fernere Geschäft nach dieser Vorschrift 


fortgesetzt werden. 


é. 108. 


Wir haben für das mte Differential 
(2: | " 
Te (ee (A+B (a+bx)') | 


vier verschiedene Hauptformen 386, 399, 410, 414 gefunden und für jede 

der beiden ersten auch mehrere Bildungsweisen und zwar 

für 386 die zurücklaufenden Bildungsweisen 387 und 391,. wovon die 
letztere dadurch, dass die Reihen, welche durch sie entstehen, 
nach dreien verschiedenen Vorschriften summirt werden, die 
Vorzahlen auch in eben so vielen Gestalten 392, 394, 396 er- 
scheinen lässt; 

für 399 die zurücklaufenden Bildungsweisen 400 und 404; letztere er- 
zeugt auf gleiche Art wie vorhin 391 drei verschiedene Formen 
der Vorzahlen, wovon hier nur zwei 405, 407 angegeben sind. 


Für 410 ist nur eine zurücklaufende Bildungsweise 411 angegeben und 
33 
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414 kann eben so viele Formen veranlassen, als für den speciellen 
Fall 

а" 

dx" 


| (A+B(a+bx)?) " | 
möglich sind. 


So lange die Untersuchung in dieser grossen Allgemeinheit gehalten 
wird, hat keine der Formen 386, 399, 4i0, 414 und auch keine ihrer 
so eben angegebenen eigenthümlichen Bildungsweisen vor der andern 
Vorzug, nur in speciellen Fällen gewinnt die eine vor der andern eine 
grössere Wichtigkeit, und zwar nur dann, wenn in dem bestimmten Falle 
die Natur des höhern Differentials durch sie leichter als durch andere 


erkannt werden kann. 


% 109. 


Gehen wir jetzt zu besondern Fällen über, und wählen hiezu 
р = ok od q == 2 


so wird nach 393 


№ = (v-h-1) М” 4 (v+h-1) N 


ves 


10) 


da nun N = o und N” = 1 ist, so finden wir aus dieser zurücklaufen- 


den folgende unabhängige Bildangsweise: 


Mh, =". TuS E n 


h+2 


Diese einfache Bildungsweise lässt zugleich erkennen, dass, so lange 


v kleiner als h+2, auch N” = o ist; es ist also 
A + 3 
h+112 2he21-4 
ы? (sh) 
a (s+h, s) = i 1һ+ 214 
oder 
таче: 


сауған. 86112 
а(т, s) = 1 20ш-езжіліп 


1 


mithin 
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diy "M (A+B (һу) = 
х 
01-1 
— íw net ae, (DÉI b" .(a+bx)" . (A+B atb iers 
1 
жаыа"! I. ОВУ" (а+рхуА+Ва+рху у 
41-1 


Ar pE no a 


ar . (аВуа b". (а-ыху (A4 B(atbx)*y"*** 


EU e—a » QB) b" (atbx)"" (A4B(atbx))7"* 


Ferner finden wir nach der dritten Entwickelung in $. 106, dass 
WI" (2n-3s) 


sla 


1 viel 


m-29l-1 


e(m, m-s41) = а, 


welches sich, wenn ші statt m gesetzt wird, durch eine leichte Rech- 
nung bewährt; nach diesem ist das mte Differential 


d^ n 
Tor. dk m 
416) —— (АғВ(ағһк)!) = 
Sin mles 
= (A+B (a+bx)? уе" b*, =u, ps ! MES . A* B^ (ag Dx)" 


E С Уны À 4 
Ж д ` mn," А". p" Б, (a4-bx)" 2 


p en KE: er 
+ "LS cce А-В “(а%Һх) Ë 


d n? (en) 


А-Т аи АВ"? (а+Ьх)""* 
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Dieses sind die beiden speciellen Reihen, welche schon bekannt sind, 
und welche wir іп $. 101 erwähnten; es ist nämlich die Reihe 415 zu- 
erst von Euler in seiner Differentialrechnung ohne Beweis, und 
die Reihe 416 von Lagrange (in den Mem. de ГАсайётіе à Berlin 
für das Jahr 1772 Seite, 213) gefunden, und zwar auf einem von den 


unsrigen ganz verschiedenen Wege, in einer Form; welche entsteht, wenn 


2 ` b 
E N e 7 Шы Ы, СЕ 
Ay b* 2 y 


gesetzt werden, 
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П. Höhere Differentiale des zusammengesetzten 


Binomiums 


(a+bx)" .(M+ N .1g:(a+bx))" 


á 110. 


Es ist 
417) = (a+b (M+N je: (a+bx)) | = 
42 ' dg: (a+ )= 


== b.(atbxy". (Р я DAN. lg: (а+Ьх)) ; +n.N, [M+N .Ig 2 (а+Ьх)) 24 


Die höhern Differentiale erhalten hiedurch die Gestalt: 


m 


- š 
418) SE (вғһху . (M&N 1g: (a+bx)) | — 


=D" (aba F (sm, 1). п". NP, (M+N. lg: (a+bx))" 
ғайш, 2).n'"^. N' . (M+N . lg : (a+bx))™' 
+ g(m, з). n^" N? ,(M+N . lg: (a*bx))* 
ас о.ж. D KENNT AC oe o» 
+ g(m, s+1).n"”. №. (М+М .1g: (a+bx))"” 
4104838. 7... G c 


+ g(m, пан)” .N".((M€N.1g: (ағыу) 
, 
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Wird das nächste Differential genommen, so erhält man die Bil- 


dungsweise der Vorzahlen, nämlich 


419) 8(m,1) = (p-m+1).g(m-1,1) 
9(m,2) = (p-m41).9(m-1,2) + g(m-1,1) 
g(m, 3) = (p-m+1).g(m-1,3) + 9(m-1,2) 


9(m,s) = (р-т41).4(ш-1,8) + g(m-1, s-1) 


g(m,m41) = 0 + 9(m-1,m) = 1 


Aus dieser zurücklaufenden ergibt sich unmittelbar die unabhängige 
Bildungsweise, welche in den geordneten Verbindungen ohne Wieder- 
holungen aus den Elementen p, p-1,p-2, ...., p-m+1 besteht, und durch 


folgende Zeichen ausgedrückt wird: 


(m=3+13 


M9) g(m,s) = (p, р-ї‚р—2,...., poma) 


Es ist also 
421) с (ағыу. (M+N..Ig:(a+bx)] 3 == p", (ан шк?” у 


x ((p;p-1; p-2,...,p-m+i)%” . n7. N.. (MEN. lg : (a+bx))” 
+ (p,p-1; p-2,...,p-m+4i)" n" ,N' (МАМ .dg:(atbx))"" 
+ (р,р-1,р-2,..., p-m*1) 7". n". №. (М+М .]g: (a+bx))""° 
чы TEE т ТА АТ oc oc 
+ (р,р-1, p-2,..., p-m+4i)” e n*^* . N*.(M«N.lg: (а+рх))""") 


ó 111. 


In dem besonderen Falle, wo р== о ізі, werden die geordneten Verbin- 
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dungen ohne Wiederholungen aus den Zahlen 1, 2,53, ...., m-1 ge- 


bildet, und die Zeichen wechseln ab, nämlich 


mn TEN abe) = 
1 x ROT ER WI E 
E as [erts m-n ай (ММ lech: 


(7) 77 (1,2,3,...,m-1)^7? n" 7N* (МУ. lg:a*-bx))"* 


+)" (1,23, m-1) (Миф. Ле(а+рх)у° 
+ қ Р 


+ (=) (13,3,..., m-1) . n" М". MAN Je: арх)" 


Nach diesem ist 2, B. 


d* 


dx 


(мем “ше (a*bx)) = | m E (- 1.2.3.4.5.0. N'. (M +N .1g:(atbx))"" 


+11.2.3.4 .n(n-1).N’.(M+N .]g: (а+рх)у"" 
do oS od 


-1,2.3| .n(n-1) (n-2).N*. (MEN. IHg:(atbx))"7 


WWW.rcin.org.| 
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+ [1.2] .n (n-1) (n-2) (n-3). N*. (М+М .lg : (a+bx))™* 


-| 1 |. n(n-1)(n-2)(n-3)(n-2).N*.(M&- N.1g:(a-bx))* 


ae 


+ n(n-1)(n-2)(n-3)(n-4)(n-5) . №. (M+N .]g: (а+х)у") 


$ 112. 


Nach der Entwickelung dieses besonderen Falles, wo p = o ізі, ist 
jetzt auch eine zweite Entwickelung der allgemeinen vorgegebenen For- 


mel möglich, denn nach 188 ist 


SS A mı d'(atbx)! d""(M&N.Jgi(atbx))" 
a (eoo (M+N. 1g: (a*bx)) | za" MORE r s 


1 ах 


folglich, wenn die Differentiale nach der Gleichung 422 gebildet werden, 
so ist die Bildungsweise der Vorzahlen der allgemeinen Reihe 418 fol- 
gende: 
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91-5 
= р 
423) ə(m,m+1i)= т (1,293955. . ; mo1)" 
p jp 
Е ) 1- 
g(m, m) =- Ew (0, gë me) + gr m’ (TA. BE 
p" шы 
m (2) l- 
o (m, m-1) =+ i (1,2,3,..., m-1)^ = ue + m 7(1,2,3,... , m-2y" 
ph: 
1. 
+ аш 37551, 2,35. Ез)” 
D D D D D H . D D D D H D ` D * . ` . ` ` ` . . 
ol- 1- 
Luss D H : ol-1 " Ш р' : ıl-ı 8-1) 
g(m,m-st1) (-) CORNET 
1 1 
31-4 м- 
+ P п?! (1 2 m-3y*7? + wr Ç 51-1 TI 
ec? (1 2,..., ш-зу =... +...(-) — m .(1,2,..,,1-8-1) 
ke 
p. ` mich 


Om, 1) + Рог 


Auf gleiche Weise können die Differentiale von der allgemeineren 
Formel 
(А + Вх)”. (м + N.lg:(a + bail: 
gebildet werden. 


34 
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HL Höhere Differentiale von dem zusammenge- 


| setzten Binomium 
| 


a" „(A + B a" 


| $. 113. 
| 
Das erste Differential ist 


424) Ç (А + ва") —lg:ax (ь ‚a”, (А + Ba") 


dx 
4n.q.B.at, (As Ba) 
und von ihm erhalten die späteren Differentiale ihre Form, nämlich 


425) al a". (А Ва") | = 


= (lg: wi | f(m, Das e (4В)°.а"" ҲА+Ват)" 
+{(т, 2.1" Я (qB) ат (A&xBa" p 
+ fm, syn и (qB) ат" CA Ва" у" 
+ f(m, 4y.n? ^! i (АВ) ағ, (A Ba Fa 
” + $ 


“(аттыны АБУ аа, (A+Ba™ y") 


Wird das nächste Differential genommen, so ergeben sich die 


Gleichungen 
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426) fm,1) = р. f(m-1,1) 
fm, 2) = (p+g).f(m-1,2) + f(m-1, 1) 
Hm, з) = (p+2g).f(m-1,3) + f(m-1,2) 


D ` 1 1 D е а 


а,в) = (pa(s-0q). fím—4,s) + fim-1,s-1) 


f{(mym+1) = 9 Ф f(m-1,m) 


welche die zurücklaufende Bildungsweise der Vorzahlen dieser Reihe 


‚angeben, und zu folgender unabhängigen führen: 


427) fan, 9+1) = [ptoq, petq; pt2q,...., різ 7” 
Es ist folglich 


m 


d 
498 ar qx үп — ] : m 
) qe (a. (A + Bany) = isa x 


x (ipsos n: N (gB)’ Г аг (A4Ba")" 


+ [р + 0q, p+iq] ”” кА” өзі ‚ (gB)',a EVA 19;х .(A+Ba?*)" 


+ [p+oq p+1q, рға, ан, (qB)? атт (A4Ba?*)* 
bs . 


+ [p+0q, PH, pa2q;...,pemq]'" . n, ( В)". a?" АВ ус” | 


/ 


% 114. 


Eine andere Form des ersten Differentials 
d 3 
429) E (a s (A+ Ba") = 


== (ойга (reng (А+Ва")" - nq A (А +Ва?* у) 
344 2 
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| 
geht quch auf die höheren Differentiale über, und es wird 
| 


| an 
430) а = (a. (А+Ва")) = Шаа” ab", (s (m, 1) 4 n= АУА ҰВал 
Ж % 
-= hGn, 2). u'^*. (qA)' , (A+Ba )" 
+ bm, 3) eur (4А)? А (A+Ba™ ê 


— | 


(-)"6(m,m^1).n** (qA)" (A Ba" F 


Durch das Differentiiren dieser Reihe nach der Vorschrift, welche 
im lersten Differentiale 429 liegt, gewinnen wir die zurücklaufende Bil- 


dungsweise ihrer Vorzahlen, welche durch folgende Gleichungen angege- 


ben wird: 
| 


431) Wm, 1) = (p4nq-oq) . b(m-i, 1) 
b(m, 2 = (penq-1q) . 000-1, 2) + Ї(ш—1,1) 
bm, з) = (ptng-2q) . b(m-1, 3) + ((ш-і,2) 


f(m,s-1) =  (penq-sq) . B(m-1,5+1) + b(m-1,s) 
b(m,m41) = 0 + b(m-1,m) 


und aus diesen die unabhängige Bildungsweise 


432) D(m,s+i) = |p+ng-og, р+п-14, P+ng-2q ..., ptuq-sq]"" 


Es ist daher 
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433) Zar (AB rk (e:ai", а x [[panq-oq] EA) (A Ва") 
- [p*nq-oq;penq-1q]" "n'**.(q4)* (A+B 

+ [penq-oq;penq-tq;penq-2q] "n (А) Aber 

- [p*nq-oq;penq-1q; penq-2q; penq-3q] "n^ (4А) .(A+Ba™) 


d 


(-)” [p*nq- Ф p*nq-1q; prnq-2q ,..., penq-mq] " . n". (ФА). (А+Ва")"" 


& 115. 


Wird dem ersten Differentiale die Form 


ах 


1 x жұп 
434) EN (e . (A+Ba"”) )= (lg : a). (A + Ba)". (p. А.а?* + (p+ng) Бағы” 


gegeben, so erscheinen auch die höheren Differentiale in derselben Form, 


und es ıst 


435) = [a (A а") — (іш: ау" (А + Bars [| (m, 1). А". B°. ат 

© \ 
-t(m,2). A", Bir. атт» 
(тау. AG SB тант» 
+ 


+t(m,m+1). AT . В". i. 


wo 
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436) | tm, 1) = (p+og) . t(m-1, 1) 

(т, 2) = (p*iq).t(m-1, 2) + (pran-m412)q) . t(m-1, 1) 
т, 3) = (р+24) . t(m-1, 3) + (p*(n-m42)q) . t(m-1,2) 
t(m,s41) = (p*sq) . t(m-1,5*1) + (prn-m*s)q) . t(m-1,s) 
| t(m,m41) = 0 + (ptng) . t(m-1, m) 


Aus dieser zurücklaufenden Bildungsweise entspringt eine unab- 
hängige, welche aus den geordneten Verbindungen mit uud ohne Wie- 
derholungen zugleich besteht, wie solches zuerst in der 9ten Abhandl. 


unserer Analysis gelehrt ist. 


| ў. 116. 


Der besondere Fall, wo p = o, verdient vor allem 'gewürdigt zu 


werden, Es ist nach 428 


437) = Kaal = (qlg:a)" < | FM I^ ТЕ, ы 


+ [ з ль" Par, (ABA 
ool <n BS. ач CA Bray" 
+ 


+ (1,2, 3,..,,m]^' 3 nich В", а, (A+B шаш | 


und nach 433 ist 
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438) ы (А + Ват) = (4.18: a)" (or. n", A* (A + Bar)" 
x 


= In, neja, T A. (A Ld B amy 
+ [n, n-1, n22]^7? ай, A (A + Ba)? 


сз Іп; п=1, п=2, n=3] 7, qum A’. (A + B arme? 


E . * * D H * 


(-)" [n, 0-2, n22,. . .... , n-m] ". on™, A^. (A +B Ge 
Es ist z. B., wenn m — 5 ist, nach 437 


439 a + Ba) eq қауымы, n.B.a' (A +В ат)": 
x 


+ 1.1.1ln(n-1).B°.a*™.(A+Ba™)"”’ 
1.1.2 
1.2.2 
2.2.2 
+ 1.1n (n-1) (n-2). В'.а"", (A + Bay" 
1.2 
1.3 
2.2 
2.3 
3.3 
+ iln(n-1) (n-2) (n-3) . B*.a*™. (A+Ba°“)”"* 
2 
з 
4 
+ n(n-1)(n-2)(n-3)(n-).B*.a'”. (A«Bam*-*) 


7 


hingegen nach 438 ist 
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440) = (A«Ba")" = (1.18: nenn nennt. as. (A + Ва") 


n.n.n.(n-1) 
| n.n.(n-1)(n-1) 
‚ (n-1)(n-1)(n-1) 
(n-1)(n-1)(n-1)(n-1) 


+ one 


n 


Жо: 

. n . (0-1) 
. п. (n-2) 
. (n-1) (п-1) 
‚ (n-1) (n-2) 
. (n-2) (n-2) 
(n-1) (n-1) (n-1) 
(n-1) (n-1) (n-2) 
(n-1) (n-2) (n-2) 
(n-2) (n-2) (n-2) 


-|n.n 
n. (n-1) 
n. (n-2) 
n. (n-3) 
(n-1) (n-1) 
(0-1) (а-а) 
(n-1) (n-3) 
(n-2) (n-2) 

(n-2) (n-3) 

(n-3) (n-3) 


air", Ar, Aubart 


BH A: (А+Ва"")"? 


nii", A. (АФ Ва у"? 
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+n n!” A’, (A+Ba* у" 
| 
Шел 
n-2 


n-3 


п-4! 
=й А. (A Dares 
nach der Vorschrift in 435 und 436 ist aber 
SR үп 
441) {А Bank = 
) ах? | SCH | 
(4.1 ау (атану Ва. EECH Ана 
52,929 ñ TA „В 
22,7. (RED 
1.1.2.(n-2) 
1.1.1.(n-3) 
+3.3.n.n А.Б air 
2.3.n. (u-1) 
2.0. 1% (= 
1.3.(п-1) (п-1) 


. (n-1) (n-2) 
1.1. (n-2) (n-2) 


cone ER HU p I ТАВ а 


мы 
D 
M 


3.n. ш. (n-1) 


2.n. (n-1)(n-1) 
1 . (n-1) (n-1) (n-1) 


+ h n лош. Apel 


www.rcin.org.pl 
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Die allgemeineren Formeln 


| Ы”, (A+ B a")" 


я 
(а+ х)". (А+ B а)" 

lassín sich nun mit Leichtigkeit auf das obige zurückführen, denn 

m a px 4%, ds 

Б (Dr (A Ber == з äi: RENT 


ах" 1 dx! š RE danz 


і 


und so auch bei der zweiten Formel. 
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IV. Höhere Differentiale von den geordneten Verbindungen 
aus den Elementen 
а, +x, а, +X, а.ғх,....,а +X 


sowohl ohne als mit Wiederholungen, 


Es sei 


(qu) 


442) fx=(a, + x a x, а,+х,...,а + X) 


Durch das Differentüren entstehen wicder geordnete Verbindungen 
ohne Wiederholungen zu m-ı Elementen, und jede dieser Verbindungen 


kommt p ~m + mal vor, denn sie entsteht so oft als Elemente ihr fehlen; 


es 1st also 


| (m= 1) 


; yas 
443) a +хуа,+х,,..,а+х|'“' = (p-m+) . la +x, а-х,...,а +X 
алзы "асл. › а, р grin is ` 


d 
dx 

Wird von neuem differentiüirt, so entstehen durch das Differentiiren 
der geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen zu m-ı Elementen 
die geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen zu m-2 Elementen 
und zwar p-m+2 mal; und wird das Differentiiren nach vorstehender Vor- 
schrift mehrmalen wiederholt, so ergibt sich die allgemeine Vorschrift 


für jedes folgende Differential: 


-— e 
444) TF ban a+x,..., zl 


nli 


= (p-m+4)"'. Е T" дах) 


35% 


Epen so ist 


V imen} 


eben v (q; 3 
E E (one) == (ET. DELE 


dx meu 


folglich, wenn beide Gleichungen mit einander verbunden werden, 


n | (m) Алған deru fl ЕСІ) 
445 жш а х, ах) = Rs, ' Zur) 


\ 


PETI Р dinn 


ý. 119. 


Bei den geordneten Verbindungen mit Wiederholungen müssen wir 
von|ihrer Bildungsweise ausgehen, welche durch die Gleichung 


ang) 


Io ba, ...., a, x] = [a +x, ..., a, ах + (a x). [a,+x,... a ex] 


S 
gegeben ist; durch das Differentüren dieser Gleichung erhalten wir eine 


doppelt zurücklaufende Bildungsweise 


а(ажх,.., ах |” = 


ош) стед) nro p 


= d [a,4x,...,a, , x] " + [a +a, ax]. dx + (ах). d [a +x,....a +x] 


ШЕ 
woraus sich folgende Gleichungen ergeben: 
für m = 1 


аз 


4[а+х‚..,а„+х]' шар4(ах,.. ах”. dx 
für ni Ба 2 

d [a,*x ,. ах " ze (ps). (ax, en ах]. dx 
für m = 3 

d [a,*x, .., a, +X] = (раз). [a +x,... apex] "^ . dx 


und allgemein die Gleichung 
dg. 19 
) ry e, Bet X]'" = (pen-1). (a, x,...,a,- x] 


und hieraus durch wiederholtes Differentiiren das nte Differential 


“ 
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п 


GET 


447) 


la, *X,...,a,* x] " = (prm-1)"'. [a кх,..,а x 2” 


n 


Eben so ist 
qu - 


dr [а, +X, ...,a + xJ = (peq-0 mr, [a,+x,...,a + хр" 


Werden diese beiden Gleichungen mit einander verbunden, so wird 


d p*m-ili ү ets 
448 ) =. ja, кх,.,а +x |” = 


к Ф727 4 ор 
Dum ° dx [а, *x,...,a + x] 


durch welche Gleichung ein Differential auf ein anderes übertragen wer- 


den kann. 
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| V. Höhere Differentiale des Bruches 


| 1 


| (a, x) (а,+х) (a, +x) . °... (a, +x) ғ; 
Е 120: 


Wegen der Kürze setzen wir 


1 
= X und 
a, X š 


` tm) 


: | x, A X NC rw 


Wir trennen den letzten. Factor vom Producte, und nehmen nach 
der Vorschrift 185 das zte Differential von P, ,. X, welches in der Summe 


der Reihe besteht, wenn in 


ФР, d'A. 77240 
1 er mm ҮЗІП dx’ E TRENT de 
5 = 0, 1, 2,...,n gesetzt wird, oder, weil 
dX gm 
uen == (Y E. 
L ах 
in folgender Reihe 
п ат» 8-11» "s 0 
een. ET. £ E, А ун, 
Tale dx" P. P ju dx" Р h dei"? p yu аш р 1° 1 dx" ] 


Vermittelst dieser Gleichung können wir die verschiedenen Ditferen- 
tiale des vorgegebenen Products aufsuchen. Setzen wir nämlich p — 1, 


so wird 
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d Р u D w) 
EIRE = (~) X; [J 
Hiedurch wird für p = 2 
d r, n ü 1 (n? 1 (п-1) 2 u-1 
eue = (07 X; x: ( (4X 4K + xim) 
Die eingeklammerte Reihe ist nach der Gleichung 406 Anal. Seite 
292 
zx" 
und folglich 
d P. n 1 1 (n) 
RIDE PT = CJ X; X Ia 
Wird p = 3 gesetzt, so wird 
MP, 
1 dx? 


= (XX! XÛ" +X J +... +X} J" oc) 


und da die eingeklammerte Reihe nach der angeführten Gleichung 


== E 
so ist 
ФР, э n 1 1 1 tn) 
т dx" -= (-) X; XX, [3] 


Allgemein ergibt sich aus der obigen Gleichung und vermittelst der 
Gleichung 406 Апа!., dass 


ФР R 1 D D (в) 
тт = (—) X X:.... Xi. [p] 
oder 
ang) жен а жа 
ах” \(a, +x) (а,+х)(а,+х)....(а +x) 
Em. к? 1 | 1 1 4 1 | 
F ' (a,+x)(@,+x)... (а +x) La +x a,x a +x a+ x 
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ҮІ. | Höhere Differentiale der geordneten Verbindungen mit und 


| ohne Wiederholungen aus den Elementen 


1 1 1 1 
a tx a, +x a TX дал 
| 
L. $1 


Die zuletzt gefundene Gleichung gibt die Bildungsweise des nten 
Differentials des Bruches an, dessen Nenner ein Product aus den Factoren 
à, 4X, a *X, a +х,...., A, FX ізі. Sie enthält aber auch zugleich die 
Grundlage zur Bildung des nten Ditferentials von den geordneten Verbin- 


dungen mit W iederholungen aus den Elementen 


1 1 1 


1-2. 


3 ©. H 
a +х а, +х a +× 


Denn setzen wir 
ax ECM, 
Vol Nos ep Sedo "mb DI 
und behalten die vorige Bezeichnung bei, so ist nach 449 
tq ор» dip 
[p] = (-)" (р)°. l 


11 dx! 


wo [p]? aus X, X,, X,5...,X, gebildet wird, mithin wenn das 


nte Differential genommen wird 


п WH st ор» n-$ H 5 
EE ` = (-)' x CA ODF ч aW чүү d'y 
х" TU x iXX US 
avo Eg O A E ‚а! 


Es ist aber nach 444 


w.rcin.org 
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р) = (pyr? 


ug 
und nach 449 
| d UP, k. ek 124. = бы REN. КІ) ж. 
10 ат ial Jui Шат (p)* 
folglich 
n (4) +n=slı 


und weil 


‹(р-%) 
"BIER к=н == CS X, Ж; X, "3 


HIM 
so ist 
а" 1 1 1 It 
450) | | ou? | = 
x {а+х а-х a, +× 


( қ із quas 1 1 1% 1 1 “Пат 
= Les ) —- — . 2" ` .. 
1 [OE а +x’ ° a, +x) a +x 7а-х 


1455-01 | 1 1 Ki [ 1 1 KE 
-———— [] .. . 


= H 2 2 die: 
DU a + x a,+x] la,+x а, +x 
лан Í 1 1 E: 1 1 ІШ 
+ — ` ӘЛГІ š Ms 
1 a, + x a, +×! а, +x a, +x 
ЖҮ i" ji 1 j^ | 1 i qe? 
(Gë Ce $ ›**) . = sgy 
1775 Да +x a +x] à +x à X 


36 
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уп, 


| Allgemeine und besondere Fälle über die mit 


dem Vervielfachen abwechselnden 


Differentiale. 


{. 199. 


In unserer Untersuchung über das mit dem Vervielfachen abwech- 
selixle Differentiiren wurde immer mit demselben Factor Z vervielfacht, 
dem übrigens keine besondere Eigenschaften gegeben wurden. Wir wol- 
len hier einige besondere Fälle würdigen, und zwar zuerst, wenn die 
Factoren, mit welchen nach dem Differentiiren vervielfacht wird, ungleich 


sind, und daun auch wenn diese Factoren besondere Eigenschaften haben. 


Es seien Z und u, u,, u,,.. .. willkührliche Functionen mehrerer 


verschiedener veränderlicher Grössen, und zur Abkürzung sei 


451)- ШЕ din, а, d (u, 2 |. KC .) а 


n ED B 


Werden die Geschäfte, welche hier durch Zeichen angegeben sind, 


vorgenommen, und die Producte nach den Differentialen von Z geordnet, 


cel 


Бо) ZU. E E оь IE acsi ir. Z 


so befolgen die begleitenden Factoren das Gesetz: 


www.rcin.org.pl 


283 


zus ___ ryn) 
453) Zari == U,,, š Z, 

m ZI (п) т) 

YA — dÉ 8 “GA + d(u,,, С Z. ) 

tur) e (п) mi 

Zn, EU Zi + d(u,,, = 2 
+7 3 (8 f tn) 

ZN, ы Us, Tu + d(u,,, = Du) 

права) — un 

2 = d'un... A7"? 


welches sich ergibt, wenn 452 mit u,,, vervielfacht und differentürt 


wird. Nach diesem ist 
a du, Z) = u,.d'Z + du, dZ 


du, du Z)=u,u,.dZ+ u,d(u,)| . 47 + d(u,d(u)) . 42 
+ d(u,u,) 


din du, diu,Z))) = u,u,u,.d’Z + u, u, d(u))| . 42 
+ u, (u, u,) 
+ du, п, u,) 


+ u, d'(u, d'u ))|. d'Z d(a,d(a,d(u,))). 2 
+ d'(u, u, d'(u,)) 
+ d'(u, du, u))) 


d [u, din. и, d(u, Z)))] = u,u,u,u,.d'Z + u,u,u,d(u,)| dZ 
+ u,u,d(u,u,) 


+ u, d(u, u, u 


з 2 1 


+ d(u,u,u,u,) 


36 * 
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+ u,u,d(u, diu))| . FZ 
u, du, u, diu) 
| u du, du, u,)) 
d(u, u, u, du )) 
dn. u, d(u, u)) 
du, du, u, u,)) 
+ u, din, (а d.u,))| . d: Z, 
+ d(u, а, (Аа, duu 
* d(u, d(u, u, d(u,))) 
+ d(u, dlu, d(u,u ))) 
| +4 (а, d(u, du, а )))) .d’Z 


п. $ w. Das Gesetz, nach welchem diese Vorzahlen gebildet werden, 


besteht darin, dass z. B. 
bei Z ein d' 

Z^ zwei d di 

Ж” drei di di di 


Z, vier d' d' d' d' in vier Abtheilungen gebracht werden. 


In dem besonderen Falle, wenn 
x 


Wi їй USN а. .... = е 


und dx beständig angenommen wird, gewinnen wir nach diesen Vor- 


schriften sehr einfache Resultate, z. B. 
e dir = e.d(e.d(e.de.dzy) = 2 RNC ON 


+1.2|. (dx). 02 
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+i AEN 


3 


+ (dxy.d'Z | 


und 


[27] 


(dD Z = е4 e die die A2 = 2 js. q. a not A 
\ 


+ о. К. GI .dAÉ 


1.9.24 
По о 
2.3.4 


1.2] . (dx): dr? 


+ (dx)! . d*Z | 


und allgemein 
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256 
E ==“. (noon (dat. 22 


+(1,25..5,0-1) CS) 40% 
(аа)... mE E E 


Dë #.. RI) OER UZ | 


Diese Formel 454 findet auch Scherk Seite 18 N. 4. 


|Bei andern Functionen ergeben sich andere Gesetze. 
| 
| 


194 
Es sei 

ES d dus rg \ 
is) e Efe cem S Seir) 
Ch, A du T Ay me x n ү). J ; 
und 

d T ve E d (d ЕЗ 

456) = ЕЗІ - SH кае | = J 

p poca — pei 2 p 


u und Y seien Functionen mehrerer verschiedener veründer- 
licher Grössen; es sollen die Geschäfte, durch Y" vorge- 
stellt; auf die einfacheren Geschüfte, vorgestellt durch 


J» yo J”, ...., zurückgeführt werden. 


Wir wollen diese allgemeine Aufgabe nach ihrer Wichtigkeit, welche 


sie für die Theorie der Reihen hat, würdigen. 


Zuerst finden wir für das Zurückführen des Zusammengesetzten аш 


das Einfachere folgende Gleichung: 
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457) үз = NE отъ a 


er й ыу pe 
` ` . 


+ 

A Үү u ш Te, 
2 H H 

+ 

+ 


mi - aere 
B 


Wo 
458) wo = yo 
wi шш y0+ ul 
. 
W2 = р0 43149 
wn — у) tyl ty? +... tyl 


und die Vorzahlen Y, Y”,..., Y^ weder u noch Y enthalten und 


n 


folgendes Gesetz befolgen: 


T а= 4 Vë 
459) үзе = (-newn). Y, 
uw — (-n--1--wn ) . qe: + eo 
ye I) — (-n4-24-w n) ы be. + 
кано LL an) ER 
Y = (нке). Ys + ҮР, 
тұтана) — X 


n+1 2 п 


Dieses letztere Gesetz lässt sich in ein anderes verwandeln, welches 


entsteht, wenn in der Gleichung, worin q vorkommt, 
n = 0-8-1 und q = q-s und 5 = 0,1,2,..., 9 


gesetzt wird, und alle hiedurch gebildeten Gleichungen zusammengezählt 
- £ 


werden; die Bildungsweise, welche hiedurch entsteht, und die vorige 459 


vertritt, ist 
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460) | Y? = (n+q+i+w(n-0) . Yr" 

| + Cu+q+1+W(n-2)) . E 
+ (-n+gq+1+w(n-3)) . Үт 
+ . D 
+ (-n+q+1+w (n-q-1)) . IT" 


und wenn q = n, n-i, n-2,..., gesetzt wird 


461) y" = ; 
Y U, = wo + Wi + W2 +... + w(n-1)) 
YT, = G: wa) Y 4 (а + w2). 2... + (-1+ууүп-1)). eg 
Үз = (-2+w2).Y2' + (-2+w3).Y9 +. ..+(—2+w(n—1)) Yi 
YE, = (-3+ w3) YG (з уул) Yp +... T (3 w(n- 0). 


Nach diesen Gesetzen erhalten wir folgende unabhängige Bestim- 
mungen: 


: "ES. € e 9 
462) U . dá (u Wa = (-0 + ion. Y + ТЫМ (Y) 
d d 
у Жай E 2 " Y “Жы. d wm. 
u = E s (u ) (-0+w0) (-1+w1).u Y 
-0+W0 d 
* ut"? A (Y) 
-04Wi du 
did 
ké EA 2 À a? Y 
Ar Sch? ( ) 


аль ‚art а | 
ES sti ай mal 4 ve Y = (- 2, 2 - ^ Бои 
E dul" T- а )) (-0 + wo) (-1+w1) (-2 + w2). u Ү 
+ (-0#w0) (-4мі) ценз d Ki 
(-0+wo) (-1+W2) du 


(-0+w1) (-1+W2) 
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+) em. d (d ту 
(-0+w1) du ‘du ` d 
(-0+w2) 


ED 


us far far wn un 
£ c Sch a HUE 
=(-0+W0)(- 1-w1)(-24-w2)(-34-w3).u ^* *. Y 
et (-0+w0)(-1#w1)(-24+w2) | u 4 (e 
(-0+wo)(-1+w1) (-2+w3) A 
e (-0+w0)(-1+w2) (-2+w3) 
(-0+w1) (-1#w2)(-2+w3) 


+ (-0+W0) (-14w1) | ut PAPA 

(-0+w0) (-1--w2) 

(-0-кхо) (-1+w3) 

(-0+w1)(-1+w2) 

(-0+w1) (-14w3) 

(-0+w2) (-1--w3) 

+ (-0+w0)| . qm, d d а 
Geh Ce E o Kl | 
(-0--w2) 


(-0+W3) 


ui Ич de ІШ 


u. S. W. wo wo, Wi, W2, W3, . . . . das Gesetz der geordneten Verbin- 


dungen ohne Wiederholungen befolgen. 
Wir wollen für diese geordneten Verbindungen ohne Wiederholun- 
gen zu p Elementen aus den Elementen wo, wi, w2, ..., wn, so beschaffen, 


dass 
37 
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dem ersten Elemente jeder Verbindung ein — o zugesetzt wird 
А... КУЕ ao So 
205 TER “Хы... e e s 


dem Ban A: SS 2 8 e. os ER) S o4 e. 


ein besonderes Zeichen, und zwar 
463) [wo wt, wz... m) > 


festsetzen; z. В. 
(-0+W0)(-1#Ww1) (—24-w2)— Aal wi, W2, W3, wa) a 
(-0+w0) (-1+w1) (-2+w3) 
(-0+wo) (-1+w1) (—2--w4) 
(-0+w0) (-1+w2) (-2+W3) 
(-0+w0) (—14-w2) (—2--w4) 
(-0+w0) (-1+w3) (-2+w4) 
(-0+w1) (-1+W2) (—2--w3) 
(-0+w1) (-1+w2) (-2+w#) 
(-0+w1) (-14+w3) (-24+w4) 
(-0+w2) (—14-w3) (-2+W4) 
Hiedurch sind wir im Stande, das Gesetz der Vorzahlen in der 


obigen allgemeinen Reihe anzugeben, nämlich 
464) Үй == |278 У) "id 
2 
Diese unabhängige Bildungsweise können wir durch eine andere viel 
wichtigere ersetzen und zwar durch Hülfe der allgemeinen Wahrheit 
o > 3 


welche wir in unserer Analysis Seite 350 bekannt gemacht haben. Setzen 


wir nämlich 
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а, = -0+W0 
а, = -14w1 

m 

` а, = -2-уу2 


a, = - (p-1)+w(p-1) 


so erhalten wir folgende unabhängige Bildungsweise : 


а= — 4 L. . (q+ wo)(q—-1i+W1)(q-2+w2).....(q—n+1i+W(n—1)) 
e (q—14-wo) (4-2%уғ1) (q—-34-w2).....(q-n  -»w(n-1)) 
21-4 
+ ie . (q—2+wo) (q-3+w1) (g-4+W2)....(g-n-14#W(n-1)) 
1 
Z л. 
81-1 


(-)' KEN 


(¬) < . (0+ w0)( —1+w1) (= 2 + W 2)...(7n + 1-w(n-t)) | 


% 195. 


Nachdem wir für die allgemeine von uns hier zuerst vorgelegte 
Aufgabe zwei zurücklaufende Bildungsweisen 459 und 460 und auch zwei 
unabhängige Bildungsweisen 464 und 465 der Vorzahlen aufgefunden ha- 


ben, gehen wir zu einigen speciellen Fällen über. Es sei 


y0 zz o und yi = n = y3 = .. . m 


Die Reihe, welche hiedurch entsteht, ist 
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466) (“ ; Sch = үз ums. n) y 
du bou А п ттн и | d 


Y" , wen | Si 
+ 2 т du 


а” WB о 5 


d ч 
Sube. аи" 


(аа! 
+ 22% 
а “ 
+ Y" д rv 2 ES Y 
du 


und die unabhängige Bildungsweise ihrer Vorzahlen ist 


/ 01-1 
4 1 
467) Ж =з ж” | pe (d 


49 


Б? (q-1)" ^7: қ In 


2154 
28 (q-2)" 7: ы Ir. 
1 
— E. 
nime; € p | 
Ara . 


Für diesen Fall bietet uns unsere Gleichung 254 Mittel dar zu einer 
von der so eben gefundenen verschiedenen unabhängigen Bildungsweise. 


Setzen wir nämlich 


Д nn, 


du ^ 


so wird 


Фау 
u 


(2.d)"Y 1 e us. ge 
T ——: (0 E Ш == 


q, ` 
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und 
С (п, в) = aw C(n,s) 
(Z.d)'Y (Z.dy' Y alte: E 
| 1 2 "Em еее) Is Pu 1E і 
folglich 
ау alı nime: UR di 
465) (ғ.а) Y 2 u Jeng, (v 


ағуы 
+0) - )7( Y 


2 га 2 
+ C(n, 2) 8 . =) Y 


u du 
du 
а . \ 
d u d 
-C(n,n).——. 3;] Y 
fp Am J^ Fr 
(111-і DE 121%! \ 
eum Do uc | 


Die Verbindungen, welche vorstehende Zeichen angeben, befolgen 


nach unserer Analysis Seite 132. N. 137, wenn 
aun ҒӨБ йа 2 hs 1 


gesetzt werden, folgendes Gesetz: 


469) n . C(n,s) = 8. C(n-1, 5-1) + ((а-1)(т-1)--8) . C(u-1, s) 


jen alm-ı 3lm-ı 


1 і 


Wir haben für das mit dem Vervielfachen abwechselnde Differentiiren 


à d 
Е ЗЕ 


wo u und Y willkührliche Functionen sind, und für Ше noch allgemei- 


nere Formel, durch Y'" vorgestellt, mehrere unabhängige und zurücklau- 
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fende Bildungsweisen aufgesucht und gefunden. Die Wichtigkeit dieser 
Aufgabe, die wir hier zuerst vorgelegt und gelöst haben , forderte die 
lange Anstrengung, die wir ihr gewidmet haben, ehe wir zu dem Ziele 


und besonders zu 465 und 467 gelangten. 


Wir wollen auf diese ganz allgemeine Untersuchung noch einige spe- 


cielle Fälle folgen lassen. 


% 126. 


Wenn m = 1 ist, so ist nach 466 und 467 
£ ау” SE? u° das 
470 T Y= ug" E m lE t 
déi г ax) 4 "n. i (=) 


ni i d I 
PIE o e e | Y 
ww „Р A 


oii 1 1 
ol-ı ıl-ı 21-1 3 Ü 3 
"ТЕ ET NE 3 u d 
+ "E ~2 AL H Kaap) "Em du 
+ . ` . ` . в . . ° D D * H H H H * 
ol-ı 11-4 21-1 а= 11-21 H d D 
a Ë 3 аб и "S u | ў 
+ (в "reed - (n-1) E E +(n-2) "em =(=) 1. uet . Kn » ы) X 


oder nach 464 und 466 
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7 d 
471) (в. ат = [o] . n’ SES 
(n-1) d i 
+ п]. и. LG Y 
(n=2) d N 
+ bh, Lal 


е tao, SP E u`, | Ed 


du 
Gud QU E TES Л м. 
(90) u* d 1 
+ [1,2,3,.,n] 5) Y 


Einen sehr speciellen Fall von 471, nämlich wo du beständig ist, 


findet auch Scherk in seiner Dissertation de evolvenda functione. 1824 


Seite 6. 522 


{. 127. 
Ist aber m = 2, so ist nach 467 
٠ 1 қ ET IT 4-41», 
к — a С 


also nach Analysis Seite 353 N. 644 


m que 4 ni: ".. , ү... 
14 a жырта =: PC t (ITT) 
mithin 
En i d " % 01-4 9 
472) (u A Y — ШІ. nl-i u (5 \ - 
: = —r : (n= "Nu —| Y 
du Д" SCH du! 
n''** ға 1 
"Hr > (ner) He u, [Y 
1 2 e 5.) 
21- 
n / ГЕТА ж id k 2 
+ = oc MAS, 0 {рү 
G (5252 laa) 
EEE SESE 5 
n”! d n 
+ "s e (n21) D u^ . E Y 
(4 1 \du/ 
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% 128. 


Zuletzt ist m = =1, so findet man entweder aus 468 oder aus 461, 


dass 
Үз emn о. 
und 
| Es bre OMNI ur GJ Y 
Ber) = 31V ken d'St: 
га". ж 2 з бапты, Шы 
E ES ow. ПЕ 


ыч» (m-2) 777 5 rte T e d 1 Y 
Tl) 


T H E Or DUH E 


DER GEDOPPELTEN 


VERBINDUNGEN 


und der 


zurücklaufenden Bildungsweisen, durch 


welche sie erzeugt werden. 
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м CEO a E 


DER GEDOPPELTEN 


V E KB, IT N D UN EN 


und der 


zurücklaufenden Bildungsweisen, durch 


welche sie erzeugt werden. 


% 199. 
Es bedeute 
474) A| °, Where, nii 
die Verbindungen zu теі Elementen aus den Elementen 


Ga» 
A, 


35 
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| 

Av М еер ' ҚАБА н " и " 4 " ° Lo a 
Г. pae н ^ E ; ac. b ы 1 1 1 E Н ARS 
АЧС Е e Ey ^ a Р 4 4 Я н a "e 
. . . . e . . . . e ` E . D . E E ` . . . 
< E o ыш гі y 


so dass die ersten m oberen Stellenzahlen und auch die letzten m unteren 
Stellenzahlen geordnete Verbindungen ohne Wiederholungen aus ı 29) За. 
zu m Elementen sind, und dass die erste untere Stellenzahl o und auch 


die letzte obere Stellenzahl n+1 unverändert bleibt. 


Ist z. D. m = 3 und n = 5, so ist 


7% A[oQ0,5555,9'z ae AP, OA 
A 


Die Gesetze, welchen diese gedoppelten Verbindungen unterworfen 


sind, geben folgende Zeichen an: 
erstens 
4760) A L р, 335m) ^, n) ° = 


A |, 0, (1, ?,.., pest) 3 me EN (9% (1, 2%.) 815 nj "Хх A 


zweltens 
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477) А (9 (1,2; 3:55 д шн)! = 
A KAG ng уп + 1) ++А ХА [; ПО mn)" ei i 
drittens 
478) А(%9 Сз. DE == A, ue, uy, n 5 xn 
+ A (, 0(1 2... n-2)" n=)? Cd Ы 


Ancı 


+ А [, o; Cao ne deih x А" 


в... 


E 


üt 


+ A Gsm s m^ A: 
und viertens 
T A G^ (ois ME. sg "= A, xA ( 742 COM пу” nt) j 
TUA UU XA [, dek 
"AT OXA[SG, ЖОРА 


i 


ТРА CA al ат. ) 


б. 130. 
Es bedeute 
480) A ( ол оез, n)™, n+) à 


Verbindungen zu m+1 Elementen aus den Elementen 
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A 
H . . LJ H ` . е ` . . . HU . H 

(0) а» (2) (n-m) 
Afin 3 Аў, = 2 Ас. е 2 5 12 Ы is H An+ı-m 

з) (2) (3) (a+1-m) 
бы. H AL. 2-т 3 Nee 2 “ e * e D Ax. 

Р 

. H . . KL H LJ * ЕЈ ` . * . H * H Ф ` . . 

(m) umi) (m2) AU? 
7: un 3 А.., 3 Ақ 3 = ы * ы D ZXnar 


so dass die letzten m oberen Stellenzahlen und auch die ersten m unteren 
Stellenzahlen geordnete Verbindungen ohne Wiederholungen aus 1,2,5,..., n 
zu m Elementen, und dass die erste obere und die letzte untere Stellen- 
zahl unveründerlich sind. 

Ist m=3, und n = 5, so ist 


481) A ( 0, (1; di к, s)", = К A Ane (3) 
A 


А” 4220 55 
Ka - 
A el Қ” e 
A A P. ` se" A p^ 
A. A A A 
А” AE" 7. MB AS 
[d AL A" ën 
A а” А; D e 


Diese Verbindungen befolgen Gesetze, die den vorigen ähnlich sind; 
sie sind folgende: 


erstens 


482) A (o б, ARS, пе pem 


А (20, (5,2, ..., n1), пы), + A (1,2, ,n-1)7n]. X AL 
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zweitens 

483) = А(% BAER, ин), LAS Alt (2, Byee m)" na) ! 

drittens 

484) = А” Xx Al ET do OPE NE п "midi 
+ A" X A ( ЛІ an Ту "Tue 
P AX Al’ 35 dE 50722, ді nt], 


+ D D D H * H - . . . . . D D D D D 


т” '\-т+ї,(т—-т+2,в-т+з,...,пу"””, nei 
und viertens 
485) = А (% (1, 2,..., m-1)^",m | x AP 
(m-1) m 
+ A ('o (1 2,..., m ) Эмы), ХА” 


+ А (о, (152,..., m+1)""",m+2) Name 
2 


"^t 


+ D ` ` D D . . . . . . . D 


+A (% (4 29) Jii e |, x AS. 


б. 131. 
Es sei 
486) A (б, 2535 «95 n)", n 1, Қаз as) 
das Zeichen für die Summe der Producte, welche aus m +1 Factoren be- 
stehen, deren erste m oberen Stellenzahlen die geordneten Verbindun- 
gen ohne Wiederholungen zu m Elementen aus den Elementen 
A 
AU ^ ee 
А 5 А” ° А” 


(n) (n) (n)! 
А, "E P A, 


ran 
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sind, und deren letzte obere Stellenzahl unveränderlich ist, deren untere 


Stelleazahlen aber die Zerfällungen der Zahl n+1 in m+1 Elemente sind. 


Ist z B. m = 3 und n = 5, so ist 


A 


са» a (2) [7] A (6) 
А, A, А, 2 


487) Als s 4,5)", e (6) = А? А” AF AT 


Dass diese Vereinigung der geordneten Verbindungen ohne Wieder- 
gung 8 5 

holungen aus n Elementen zu m Elementen mit den Zerfällungen der 

Zahl n+1 in ш+1 Elemente möglich ist, geht daraus hervor, weil für 


beide die Anzahl der Verbindungen 


Diese Verbindungen sind folgenden Gesetzen unterworfen : 


488) A la; 2,51)", пі, (а-а), = (c eL а Ка) SA, ` 
+A (930-3) """n-1,5(0-1),) KA. 
+A (6 55.078)" n-24(n-2), | eh 2 
H SE 


KX ((52-)шег) тел» id a), E 


btt: 
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489) = AA AX XR (© 3... y 2)" n+p n М 
ж AU X A ((3, 4, "75 . пу" mH, (n-D,| 
“А” ХА (% рыз а g пу" med (u-2),] 


Jo bs cM ONE X. 3... 


ЖАШХА ((n-msonemao,. "men ),) 


Es sei 


490) A | 0, (1; 2; ses al ) "x 2 % (+)... 


das Zeichen für die Summe der Producte von m + ı Factoren gewählt 


aus den Grössen 


А” ` A d wi [ ДЕ» Ту, Anh 
ET En ME 
А ғат те TT 
a 5 А” 4 к / ? 4 A Р ы 4 4 Ka 
c A bx 2 LEO OA. -- 


(0) 61) (m) 
Aus. 3 AM or 3 ` . H H H D D . D , A > 


und zwar so, dass die letzten m oberen Stellenzahlen die geordneten 
Verbindungen ohne Wiederholungen aus 1,2,3,...,n zu m Elementen 
sind, dass die erste obere Stellenzahl o unveränderlich ist, und dass die 
unteren Stellenzahlen die Zerfällungen der Zahl ni in m+ı Elemente 


sind. 


Ist n = 5, m = 3, so ist 


39 
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491) AAN) = AP А” AT A 
AT AT AT AC 

ЛЫ AD d 

Ag Am A qa 
E OP UA 
AUR AD д” 
а «D 
REN ЛА” де 
A A AS AC 
APA AT A 


Die Gesetze, welche bei diesen Verbindungen vorkommen, sind 


den vorhergehenden ähnlich; sie liegen in folgenden Zeichen: 


492) A RACH CHEN = A ХА | Тола St BC, 


ê (а). 


+ АХА (% Ge, ЛЫ”, g(n-1).] 
+A ХА (% (4,6, «5, n E, gn-2),] 


+ . H H LJ LJ » . . 


T E XA [nm 1, (07m t2,n-2ms, ny" 


493) N | бел еи Te A кү 
ЖА | саве), (2-1), ) XEN Р 
+ A | D0 (2 До 5-2), д» Pr ung 


чь р ӛ8 OIL. XN Jg] Qaae CU r 
+ ۸ | ТТТ 2). j (m),.) К Ар р 


f. 133. 


Wenn in den Verbindungen <, in welchen die drei mittleren 


geordnete Verbindungen ohne Wiederholungen und die beiden ä 


23 (ш),| 


Elemente 


ussersten 
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Elemente unveränderlich sind, je zwei auf einander folgende Zahlen von 
einander abgezählt werden, so entstehen die Verbindungen |2, welche die 


Zerfällungen der Zahl 6 in vier Elemente sind: 


a В 
01236 1113 
01246 Of ek 2 2 
01256 15153 1 
01346 пк ДИ 
01356 24201 
01456 473 104 
02346 211 2 
02356 j 27 16291 
02456 229111 
03456 3111 


Die Producte in 475 gehen also in jene in 487 über, wenn allge- 
mein 
А” statt ALD 
gesetzt wird, und so auch die Producte in 481 über in jene in 491, wenn 
А” statt А? 


eingeführt wird, 


90% 
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Zurücklaufende Bildungsweise, durch welche die 


gedoppelten Verbindungen erzeugt werden. 


ó. 134. 
Es sei 
494) (п) + (n40),., [n], + (n*2),., [n], +++... (р-а), . [n],., + [u], =o 


(n) und [n], seien Functionen von n und von q und s, und finden statt 
für alle Werthe von n, q und s, und zwar für 1, 2, 3,4,...... 
Diese Gleichung enthált die zurücklaufende Bildungsweise der beiden 
verschiedenen Functionen; sie ist wichtig, weil auf ihr die Theorie der 
Reihen beruhet, und besonders merkwürdig, weil mit ihr immer eine 
zweite Gleichung von derselben Gestalt verbunden ist, wie wir gleich 
sehen werden. 
Es ist für p = 1 
(n). рај. == 0 (z, 
Werden zwei Gleichungen gebildet, eine, wo p = 2, n = n, und 
eine zweite, wo p =1, n == n+ ist, 
(в), + (пжл), . [n], + [n], = о 
(n*1), + [2+1], = 0 
und wird die erste mit 1 und die zweite mit (n), vervielfacht, so ent- 
steht durch Zusammenzählen dieser beiden Gleichungen eine neue Glei- 


chung 


(п), + @),. mt), + n], = о (æ, 


Wir setzen ferner p=3,n=n 
dan p=23, n = n41 
und p=1,n =ı+2 
es wird 
(n), + ot), [а], + (0+2), ° [n], + [n], = о 
(n1), + (n+2) [pt], + [n1], = о 


(n4-2), +[ш+], = o 


diese Gleichungen vervielfachen wir nach ihrer Folge mit 1, (n),, (n),, und 


zühlen alle zusammen; es entsteht die Gleichung 
(в). D [nel 35 Sr Sr, als = (ж, 
Eben so finden wir durch Zusammenzählen der vier Gleichungen, 
welche entstehen, wenn 
] == 5 SC? 
п = n, Nt, n-2, n+3 


gesetzt wird, und diese Gleichungen nach ihrer Folge mit 1, (n),, (n),, (n), 


vervielfacht werden, dass 
(n), + (n), -[n*3], + (n), [п+2], + (0), . [ni], [n], = 0 (а, 
Allgemein, setzen wir in der Gleichung 494 
р-4.;4і,4-2,....., 1 
n — D, NH, п42,....., NA 


vervielfachen diese 4 Gleichungen nach ihrer Folge mit 


1; (а),, (),»....» Mhai 


und zählen sie zusammen, so finden wir durch Anwendung der schon 


gefundenen 4-1 Gleichungen ж,, @,, & 3 + + > Gan dass 


495) (n),  (n),., ° [n+q=1], + m)... . [n*q-2], +....+ (0), . Dik, + In], = 9 
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Durch ein gleiches Verfahren können wir aus dieser 495 die vorgege- 
bene Gleichung 494 wieder herleiten. Diese beiden Gleichungen sind also 
zu gleicher Zeit wahr, oder mit der einen ist auch immer die andere ge- 


geben. Stellen wir diese beiden Gleichungen neben einander 


496) (n), . (n*1),., [n], + (n+2),_, mi tes @а+р-1),. [n],., + [n], = 


[n], + baal, « (п), + [n2], , (а), Zeck [n*q71], - (и), + (0), = o 


| 
© 


so sieht man, dass sie dieselbe Gestalt haben. 


б. 135. 
Durch dasselbe Verfahren findet man, dass auch folgende Gleichun- 


gen zusammengehören : 


497) (n),+(n-1),_,. [n], + (a-2),., Іш, Heet (n-p+1), -[n],., + [n], = о 
und 

[n], + [n-1],., . (n), + [n-2],., » (п), +... [n-q+1], . (и), + (n), ==; 0 
so wie auch die Gleichungen: 
498) (n), + (1),., . [np], + @),...-atp], ++ (m), [n*p],., + [n+p], =0 
und 


(а) Қаға), [91] (0+2), [042], 1t q7 1), [nt q71],., 7 [0494], =o 


und auch folgende Gleichungen 


499) (n), + (а), . [а-р], + (0),., [8-р], +... (2), ` [n—p],-, + (9-р), = о 


und 


(n), + (0-1), . [а-а], + @—2),-, . [n-2], ++ (й-а+н),.[а-ч+1],.,+[п-4], =° 


Ha 


{. 136. 


Diese Gleichungen kónnen nun unter verschiedenen Gestalten erschei- 
nen, z, В. die Gleichungen 496 in der Gestalt: 
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500) D 4 ne EX + D" E? +. NS + Be, Е”, + E = 0 


D^ D? B =9 П Dz Ev j | D” E DFE} 1 E n) 0 
4 2 dä 2 4 E? ° un 


4 44% 


Die Gleichungen 497 in der Gestalt: 


501) GH gu быз B" m б», н” ы M oap Се" ; н”, SS" =o 
und 


Gî + с. Hr" + бу. H" +.. 5. ЕСЕ с” oH AH == 0 
die Gleichungen 498 in folgender: 


502) lc DE. SI d tL 4 Re T WR ENG, K;- ët, dk RES = 0 
und 


› (nti) Trinti) (2) n4g-t E ^ n+ 
j^ apes 1 йез TN eam ке +...+] 4-9 айы m pq on sn 


4- 4- 


und zuletzt die Gleichungen 499 in der Gestalt: 


503) (eg ar E. NUM n. N T es Kp qur, NU т М” = E 
und 


CH + En 3 N” in 2 NS + are `£ 1 N LLLLEE |) S= — 0 


а dei 


` 


Diese vier Paare von Gleichungen sind so beschaffen, dass wenn eine 


der beiden Gleichungen vorkommt, immer die andere auch statt findet. 


f. 137. 


Aus diesen zurücklaufenden Bestimmungen ergibt sich folgende unab= 


hängige Bildungsweise: 
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504) р” = - E” 
p^ = - E” +E?” А B 
D? = - E?" n. Р p Ж. E" 1 EV 1 pee 
+ p" e EL 
р" = _ Е A Ee ] ET? ~ Ri z qui a; ЕФ E? 4 E. B. prs 
du Е е E""- EC 1 E, SS 
3 ub р EU Е” қ кеі jue 


und allgemein 


505) D' =-E (а (n+1,n+2,...,n+p-1)" Dun 


+ Efm (ati, ...  ntp-1)” Am) 
-Е(ы(шын,..., ntp-2" 33 (P),) 
т о ЕЕ 

e» E (n, (n1, see? n+p-1) 7, Kp) 


Vertauscht man D und E, so erhält man die unabhängige Bildungs- 


weise von E" nämlich 
306) E, —-D (» (иї+ї‚,...‚,и+р—1)° ‚5 (р), | 
+D | n, (n+i,...,n+p-1)” 5.00), | 
TEL D D D в + D D D D D D 
(—)' D | n,(n41,...,ntp-1)*, р (р), | 
Aehnliche Bestimmungen geben die Gleichungen 501, 502, 503 für 
die Grössen б”, RT AU: қом L, N. 


K 138. 
Von den Gleichungen 496, 497, 498, 499 oder 500, 501, 502, 503 


sind folgende ganz verschieden 
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507) (n+p), + (u*p),., ` [n], + (np)... - [n], +...+ (аруа ІШ, + [n], =o 


und 


(nq), + m+qg-1)[a+g-1], + @ї+Ч-?)„.[п+ф—], +...+ (041), [аяа], [n], = 0 


ferner 


508) (n-p), + (u- p)..., - [n], + (=P)... [n], +....+(и-р),_„,. [n],., + [u] =o 


und 


(n-q), f (a-q*1), . [a-q+1] ‚+a-4+2)..[n-4+2], +....+ (71), [n1], , +0], == o 


oder in andern Zeichen 


509) Жр ТР, OF Or HE Quas o 


n+p” 


und 


(n4q) (neq- 1) (n*q-1) (44-2) (4%4-2) (пФ) (+1) en) ай. 
р"* + р Oe eh D . Q: Herb, SO CO = 


so wie auch 


$10 RE ERE Тн ne A, RP Apr perm o 


=p+1 


und 


RE TRE rn + Wm D qp rU vs: aU. De, + WW" шш о 


Jede zwei dieser Gleichungen sind so mit einander verbunden, dass, 
wenn eine von den beiden gegeben ist, auch die andere Gleichung statt 
findet. Das Verfahren, aus der einen die andere ihr zugehörige Glei- 


chung herzuleiten, ist dasselbe, welches schon oben $. 134 gezeigt ist. 


Die unabhängige Bildungsweise der Grössen P, Q, R, Т ist 


40 
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511) Q^ L ры 


LIT 


(m) کے‎ (n2) (1) (n42) 
О" = – Р; + Ри P. 


о" — _ DA =L ра. P3 SH Weck, pu pz?» 


3 n тж nii n+2 


ЖАРА” ; р 


тж? 


о” 4 А pun. er, pis рР##? pp. pot? pes pot 


nel n*2 "nti пф2 n+3 


«p, pue. Par, рж. рр 


atz nti n+3 


pt^ 


` n43 


р ү 5 e Jn 


n+3 u+2 


u, 8. w, und 


512) P (Quid = -- о“ 


га: 
(ual x (n) (n? (n+) 
pue О" +9" ‚(у 


BY — - Q FG QO - о” AT 0F? 


+ о” 3 (ax s 


2 vA 


Tie = - 07 + AMT 0; EE) -07 Aa AE о” о ac aet 


t wi ` 


pA” P We E 0” D. ew @ 


“2 v2 “1 


dn О 1 (qu = о” E 3s py" 


vi ` 2 wi ` 


u. в. w. und allgemein 
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Age SIN (y(n, 0+2, eo, Dp-1) ^, n+p) ) 


+ 


Р [nnt ое зури M n+p) Ч 


Р | EE ОЕ, Тера, пер) ? 
› 


(-yP | ny spa Ааа ETC Se d 
H 


und 

ОШ) Рот == Е Q [n,(n+1,n+2, . . . ,n+p-1) Kp) 
+ оын... nep sa); 
r ME LL AU 
+ 
(2'Q |һ(аі,..., окре), КР?) 


Die Gleichungen 510 führen zu ähnlichen unabhängigen Bestimmun- 


gen der Elemente T^" und R, 


Die Gleichungen 509 und 510 unterscheiden sich dadurch von den 
früheren 500, 501, 502, 503, dass bei 509 und 510 die Elemente nach 
verschiedenen Gesetzen 513, 514, hingegen bei 500, ...., 503 nach 
denselben Gesetzen 505 und 506 gebildet werden. Aber man kann von 


der einen zur andern übergehen, wenn man 


gms)" A (up 
p. -s ES 


setzt. 


40 


www.rcin.org.pl 


316 


Bei Bürmann *) Seite 33 findet man die ersten kaum erkennbaren 
Spuren von den gedoppelten Verbindungen 475, 481 und bei Kramp **) 
Seite 81 und 82 von den gedoppelten Verbindungen 487, 491; aber man 
findet weder bei ihnen noch bei andern Mathematikern irgend etwas von 


den zurücklaufenden Bildungsweisen 476,..., 479, ..., von 482,..., 485, 
von 488, 489, von 492, 493 noch irgend etwas von den Wahrheiten 


494, ,.., 914, welche diese Abhandlung enthält. 


ж) Ueber die Combinatorische Analysis von Hindenburg. Leipzig 1803 іп 8. 


*") De aequat. decre. solu. gen. 1789. 
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THEORIE 


DER 


PRODUCTE MIT VERSETZUNGEN. 


ў. 139. 


Es kann bei denjenigen Mathematikern, für welche gegenwärtiges 
Werk bestimmt ist, als bekannt -vorausgesetzt werden, dass bei Anf- 
lösung der Gleichungen vom ersten Grade die Producte aus Factoren mit 
Versetzungen unentbehrlich sind. Euler, Cramer, Bezout, Hin- 
denburg, Rothe undLaplace beschäftigten sich mit diesen Produc- 
ten, aber auch nur mit dem bei ihnen vorkommenden Gesetze der Zei- 


chen + und -, über welches sie nicht hinausgegangen sind. 


Bezout gab im Jahre 1779 in seiner allgemeinen Theorie 
der algebraischen Gleichun gen einige sehr einfache identische 
Gleichungen, welche, wie sich bei näherer Betrachtung zeigt, aus Pro- 


ducten mit Versetzungen bestehen. 


Desnanot gibt in seinen Zusätzen zur Theorie der algeb- 
raischen Gleichungen 1819 noch einige andere dieser einfachen 


Gleichungen. Ohne die Bemühungen dieses Gelehrten herabsetzen zu 
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wollen, müssen wir doch gestehen, dass alle Wahrheiten ohne Ausnahme, 
welche er über Producte mit Versetzungen findet, nur einzelne Fälle ei- 
ner Wahrheit sind, die in unserer Untersuchung selbst nur als specieller 
Fall einer viel allgemeineren Wahrheit erscheint, wie die Untersuchung 
selbst zeigen wird. 

Wronsky ist der erste, welcher die Producte mit Versetzungen 
auf die Entwicklung einer Function in Reihen angewendet hat. Aber ohne 
die Natur dieser Producte erforscht, und die Wahrheiten, zu welchen diese 
Untersuchung nothwendig führen muss, gefunden zu haben, können die 
Producte mit Versetzungen auch bei Entwickelung der Functionen in Rei- 
hen bei weitem nicht das leisten, was eine gutgegründete Theorie dieser 
Producte zu leisten fühig ist. 

Diese Theorie, wovon wir nicht einmal einen Versuch vorfinden , 
wollen wir hier geben und zwar in einem Umfange, welcher eine weit 
grössere Anwendung zulässt, als wir in diesem Werke beabsichtigen. 


Wir wollen sie in folgenden Abtheilungen vortragen : 


Erste Abtheilun g: allgemeinste Untersuchung 


I. Ueber die Natur der Producte mit Versetzungen 

a) die verschiedenen Bildungsweisen der Producte, wovon die 

allgemeinste unbekannt war, 

b) das Gesetz der Zeichen + und -, für welches ein neuer Be- 

weis gegeben wird, und 

c) der Einfluss der Gleichheit zweier oder mehrerer oberen oder 

untern Elemente, welcher unbekannt war. 

Die allgemeinste Bildungsweise in a und der Einfluss der Gleich- 
heit zweier Stellenzahlen in c sind sehr folgenreich; sie sind die 
Grundlage der ganzen Theorie der Producte mit Versetzungen, 
und ihr Mangel lässt erklären, warum diese Producte ohne wei- 


tere Anwendung geblieben sind. 


3m 


П. Umwandlung einer Reihe von Summen dieser Producte in an- 


dere Reihen. 


Hier werden die allgemeinsten Wahrheiten ans Licht gebracht, 
von welchen sehr oft Anwendung gemacht wird, und von welchen 
Wronski und Desnanot einige ganz specielle Fälle gefunden 


haben. 


Ш. Auflösung der Producte mit Versetzungen in Producte aus ande- 


ren Elementen, welche durch Gleichungen gegeben sind. 


Oder das Eliminiren einer unbekannten Grösse aus gegebenen 
endlichen Gleichungen vom ersten Grade. Ein bekannter Ge- 
genstand. 

IV. Auflösung der Producte mit Versetzungen, in welchen einige Fac- 
toren verschwinden, in Producte mit gedoppelten Verbindungen. 

Bis jetzt ganz unbekannt, so wie auch Folgendes: 

V. Entwickelung eines Bruches, dessen Zähler und Nenner Summen 
von Producten mit Versetzungen aus unendlich vielen Ele- 


menten sind, in eine unendliche Reihe. 


Zweite Abtheilung. Producte mit Versetzungen, wenn die oberen 


Elemente das Potentiiren angeben. 

I. Allgemeine Untersuchung. 

Bei Wronski findet man zwei der Wahrheiten, welche hier 
vorkommen. 

II. Ein Product, gebildet aus einer Summe von Producten mit Ver- 
setzungen und aus geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen, 
wird dargestellt durch Producte mit Versetzungen. 

HI. Dasselbe mit Wiederholungen. | 

IV. Summe der Producte mit Versetzungen aufgelöst theils in an- 
dere Summen vervielfacht mit geordneten Verbindungen, theils 


blos in geordnete Verbindungen (das Umgekehrte von H und HI). 
41 


www.rein.org.pl 


322 


V. Auflösung einer Summe aus Producten mit Versetzungen in ein 
einziges Product zweitheiliger Factoren, 
Alle Wahrheiten, welche in II, ІП, IV, V gefunden werden, 
werden hier zuerst bekannt gemacht, 
Dritte Abtheilung. Producte mit Versetzungen aus Factoren, deren 
obere Elemente höhere Unterschiede angeben. . 
Die Untersuchung führt, aber mit Leichtigkeit, zu demselben 
Ziele, zu welchem Wronski Seite 236 gelangte 
Vierte Abtheilung. Producte mit Versetzungen aus Factoren, de- 
ren obere Elemente höhere Differentiale angeben. 
1. Allgemeine Untersuchung. 
II. Auflósen der Producte mit Versetzungen in das Differentiiren mit 
abwechselndem  Vervielfachen. 
Ill. Auflösen der Producte mit Versetzungen in ein einfaches Diffe- 
rentiiren einer Function. 
IV. Producte mit Versetzungen, wenn die oberen Elemente das Dilfe- 
rentiiren mit abwechselndem Vervielfachen angeben. 
Von dieser ganzen für die Theorie der Reihen sehr wichtigen 
Untersuchung ist nichts bekannt als nur zwei sehr specielle Gleichungen, 


welche man bei Wronski findet. 


e 


WWW 
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Erste Abtheilung. 


IL UEBER DIE NATUR DER PRODUCTE MIT 
VERSETZUNGEN. 


{. 140. 


Die Elemente, aus welchen die Producte gebildet werden, werden 
durch zwei verschiedene Zeichen unterschieden, durch eine Ziefer unten 
zur Rechten und durch einen Buchstaben mit einer Ziefer über den Buch- 


staben A.oder B; die Summe der Producte werde vorgestellt durch das 


Zeichen | к т E 


Die Bildungsweise der Producte, welche hier untersucht werden sollen, 


geben folgende Zeichen an: 


81 B2 аз ад 
КҮТ 


at a? аз n4 Па, аз ай a1 аҙ а4 a2 an аз а4 \ а 
= |554): Х.А AA) A A, КҮБІ SO? Y" 
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und allgemein 


ek) RE 


Cs [e 7 ee: N 
oder 

CL ооо 9 ап "at, Ales (ils EI an \ а(п-х» 
ЯН оа coh i45 > Sma 


X ЖӘ К d 


Zwei verschiedene Arten von Zeichen, welche wir auch, weil sie 
bestimmte Geschäfte z. В. Differentiiren а", d*,... oder Unterschiede 
A", 4", ... angeben, Elemente nennen können, werden hier so mit ein- 
ander verbunden, dass, während die unteren A,, A,, A,,... unver- 
ändert bleiben, die oberen Elemente aí, a2,... nach dem Gesetze der 
geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen verändert werden. Wer- 
den die Geschäfte vorgenommen, welche die Zeichen angeben, so ent- 


stehen die Producte 


517) Ik.) = A 


1 
lat a2, LY] 22 a2 at 
А, A,] = A, A, - A, А, 
a: а? x.) aj A2 A3 an ai a2 al A3 a? a3 أ‎ лз 4 «2 ai n ai 


| =з 
А ТАВАТА Ж. АУҒА, АТА АЙС ЛАЛЕ А ЖА A HF A MN ALS M А 


welche der Gegenstand der Untersuchung sind; sie sind zweien Gesetzen 


unterworfen, durch welche sie sich vor allen übrigen Producten auszeich- 


nen, nämlich 
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а) Während die unteren Elemente unverändert bleiben, verändern sich 
die oberen Elemente auf alle mögliche Weise, und 
ß) Das Zeichen vor jedem Producte ist abhängig von der Anzahl, wel- 
che anzeigt, wie oft die Elemente ihre Stellen verändert haben. 
Das erste Gesetz ist offenbar, denn bei zweien Elementen ergeben 


sich die Versetzungen 


Bei dreien Elementen sollen nach der Vorschrift 515 
die Versetzungen von den Elementen aı, a» mit аз 
^ ee M X4» I 
. 47. ^ MEA, os nm at 


verbunden, mithin alle Versetzungen aus den Elementen a1, a2, аз gebil- 
det werden. 

Das zweite Gesetz ß) ist eben so offenbar, und es ist weiter nichts 
übrig, als eine allgemeine Vorschrift aufzusuchen, nach welcher jedem 
Producte sein zugehóriges Zeichen bestimmt werden kann, ohne genóthigt 
zu sein, alle Producte zu bilden, welche diesem bestimmten Producte 
vorangehen. Damit aber der Einfluss, welchen eine veränderte Folge der 
Elemente auf das Zeichen vor jedem Producte hat, hesser gewürdigt werden 
kann, suchen wir ihn zuerst bei der Summe der Producte und legen uns 
deshalb die Frage vor: Welchen Einfluss hat eine veränderte 
Folge der oberen Elemente auf die ganze Summe der 
Producte? 

Wir finden bei zweien Elementen, dass 

1 аз aı na a2 at 1 qul Air аі a2 
КМ xa А, =- [АА-АА | 


оЧег 
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und dass also hei zweien Elementen eine Vertauschung ihrer Stellen auch 
eine Veränderung des Zeichens vor der Summe nach sich ziehet. 
Wird diese Wahrheit auf drei Elemente angewendet, so können fol- 


gende Veränderungen vorgenommen werden: 


| —— 
ES 
bk 
pU 
Ze 
> 5 
pv. 
I 
E 
Pe 
= б 
Шы: А 
2 
> Š 
LI 
>: 
>: 
— 
> 5 
ремин l 
зе 
к 
E 
— کي‎ 
Dia: 
Р? 


oder 


Die drei ersten Summen zur Rechten des Gleichheitszeichens können 


auch in folgende übertragen werden: 


oder 
А fan = ay, Газ аз. аз 
А, А, А.) — 7 А.А. D 

Das, was vorhin bei Producten aus zweien Factoren gefunden wurde, 
bestätigt sich also auch wieder bei Producten aus dreien Factoren, näm- 
lich, dass, wenn in einer Summe von Producten zwei benach- 
barte obere Elemente ihre Stellen vertauschen, die 
Summe das Zeichen verliert. 

Damit aber diese Wahrheit ihre allgemeine Gültigkeit für eine jede 
mögliche Anzahl von Factoren erhalte, muss gezeigt werden, dass das 
Verfahren, welches von zweien Factoren zu dreien Factoren führte, bei 


jeder Anzahl von Factoren statt findet. 


Es sei deshalb 


ац RE MAAN Pas.. гасе 1 заста затуаса+2)...а(9-1) \ 
А, 


„= BE “м: Уа Ab 
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es wird das allgemeine Verfahren verlangt, welches von п-і zu n führt; 


dieses ist folgendes: 


Die Summe von Producten aus n Factoren wird in Summen von 


‚Producten aus n-ı Factoren zerlegt 


au Га1.. .а(Ц-127,а4,4(4%1), а(т+2)...а(п-1) an 
[хл =O A TW NL due 


=з Ve НЫ agta) $ Oh x aC) 
"aq - 
+(-) Са an e ыт» IA, M ue + І 


і 


а1..2(4-19;8(Ц417,А5(%2)...аһ | aq 81...8(0-2),80,8(4%1»...п0 | ageı? 


Voy SUI CEET EC 


In denjenigen Summen, in welchen die beiden Elemente aq und a(q+1) 
zugleich vorkommen, werden diese beiden Elemente vertauscht, mithin 
auch die Zeichen vor diesen Summen verändert. Diejenigen Summen 
aber, in welchen diese beiden Elemente nicht zugleich vorkommen, blei- 
ben ungeändert und es wird nur die Summe mit а(т+1) vor jene mit 


п-4%1 


ат, und zugleich (-) statt (=) "' gesetzt. Hierdurch wird 


Гал, „аст 1), лафасё 20... аата) an 
із АА E EL D. 
€ y q- [ata 12,1(4%12,20,074%32..... an TO KEELT TEE aq 
t 4 n-q a 
T c gb eh md A) ox MAR Oi. АФ 
(у а1...абт—1),а‹Ф,а(1+2)....оп \ Mu BT: SW Kean "wk асра) 
\ RK a ve dE TEE KÉEN A, 
PUNTI 12,8(441),а4,214%2).. at 
„+`. . ж ‚ А а. аа). GERT" TNI. 


Es ist folglich ganz allgemein 


518 [ши Tee а1...а(4-42,а(1517,84;2(0%2).... пы 
518) АҒАТ а MS 
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Die Wahrheit, welche bei Producten von zweien oder dreien Facto- 


ren gefunden ist, bestätigt sich also bei Producten von jeder Anzahl von 


Factoren, nämlich: Vertauschen in einer Summe zwei benach- 


barte obere Elemente ihre Stellen, so muss das Zeichen 


vor der Summe geändert werden. Hieraus folgt unmittelbar: 


519) 


520) 


Wenn ein oberes Element um eine gerade Anzahl Stel- 
len zur Linken oder zur Rechten rückt, so wird das 
Zeichen vor der Summe nicht geändert; hingegen, 
wenn ein oberes Element um eine ungerade Anzahl 
Stellen zur Linken oder zur Rechten rückt, so geht das 


Zeichen vor der Summe in das entgegengesetzte über. 


Ferner 


Wenn mehrere obere Elemente zur Linken oder zur 
Rechten rücken, so wird das Zeichen vor der Summe 
der Producte nicht geändert, wenn die Summe der Zah- 
len, welche anzeigen, wie oft niedere Elemente auf 
höhere folgen, gerade ist, hingegen geändert, wenn 


diese Summe ungeradeist. 


Z. B. in 154632 folgt 4 auf 5 


3 auf 5, 4, 6 
2 auf 5, 4, 6, 3 


Die Anzahl dieser höheren Elemente ist 143+4=8; es ist also 


[ARARA = ХАХА) 


Hingegen in 265314 folgt 1 auf 2, 6, 5, 3 


3 auf б, 5 
4 auf 6, 5 
9 auf 6 


329 
Da nun 4424 24-1 =9, so Ist 
A1 a2 ^3 a4 А5 a6 А>: pe a6 a5 a3 al n4 C 
NUN A. A, A) w 8 n A, A, А " 

Nachdem wir gefunden haben, welchen Einfluss eine veränderte Folge 
der oberen Elemente auf die Summe der Producte hat, kann derselbe auch 
jetzt bei den einzelnen Producten aufgesucht werden. 

Es ist nach dem Obigen 517 immer das Product, welches zwischen 
den beiden Zeichen | a ) sich befindet, das erste Product der Summe. 
Soll also das Zeichen vor irgend einem Producte bestimmt werden, so ist zu 
untersuchen: welches Zeichen (+ oder —) würde vor das Zeichen | kommen, 
wenn das bestimmte Product zwischen den Zeichen | "gie x | sich be- 
fände? Es gilt also dieselbe Vorschrift, welche oben für die Summe der 
Producte gefunden ist, auch für die einzelnen Producte, nämlich 
521) Wenn die Summe der Zahlen, welche anzeigen, wie 

oft unter den oberen Elementen niedere Elemente 


auf höhere Elemente folgen, gerade ist, so ist das 


Product bejahet, und verneint, wennsieungeradeist. 


б. 141. 


Die erste Bildungsweise in 515 ist zurücklaufend und aus ihr 
ist die unabhängige 517 hergeleitet. In beiden Bildungsweisen sind 
die unteren Elemente beständig und die oberen Elemente veränder- 
lich. Diese Ordnung lässt sich umkehren, es lassen sich die unteren 
Elemente verändern, während die oberen Elemente beständig blei- 
ben. Damit aber dieses gehörig begründet werde, so kehren wir zu der 


anfänglichen Bildungsweise wieder zurück, von welcher wir ausgegangen 
sind. Es ist 


an wë) Sch DE [6 A » ou ag 
ШЕ cau. = RENE me (ж 
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Bei dreien Factoren ist die erste Bildungsweise: 


Pan аз \ аз Га. аз at 


n АА) = [A A.) a АА, ҚА) 


Die beiden letzten Summen werden nach der vorhin gefundenen Vor- 


1 


schrift & zerlegt 


[Xj m RA А 


ES "A =+) ` ASA, - Li 


und diese vier Producte nach vorgezeichnetem Zwecke wieder gruppirt 


HET \ а? a2 an \ a3 П Газ A a\ аз 
- f.) s. = n АЈА, + UA.) A, 7 [А.-А Ја, 
\ Газ ЗА аз 


=- LA A АА, 


Werden diese beiden Summen statt der beiden letzten in der оһег- 


sten Gleichung eingeführt, so entsteht folgende Bildungsweise: 
|! Аз аз ECT аз ` E a2 a3 [ar әзі аз 
ТҰ = d 277 L 4.) ЧА аа An 
Dieser Uebergang von der ersten Bildungsweise, wo die unteren Ele- 
mente beständig und die oberen veränderlich sind, zu einer neuen Bil- 
dungsweise, wo die unteren Elemente veränderlich und die oberen be- 
ständig sind, hat schon cinen bestimmten Charakter angenommen; das 
Zerlegen der Summen der ersten Bildungsweise in niedrigere Summen 
und dann wieder das Gruppiren dieser letzteren nach vorgestecktem 
Zwecke kehrt immer in derselben Ordnung wieder zurück. Es ist nach 
diesem nichts mehr übrig, als diesen allgemeinen Uebergang von der Summe 
der Producte aus n - 1 Factoren zu der Summe der Producte aus n Factoren 


auch in allgemeinen Zeichen vorzulegen. 
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Es sei die Summe der Producte aus n-ı Factoren (6 
Кз ES aan) Ss: MILL 299 oie atn-27\ nue] A Re SS ain=2) а(п=1) 
ken [A. A. li be, %- "A. „А. ech 27 Ur ge T 
+) (° ЧИЛ улыт... NE SAL I Ik. gé e do 


oder 


а БОЗЕ, ға аж... atn=2), а(п-{) 


А. > 
= z, ( ) Ik. 3 GG o WE OA S 4.14... АЫ E 


wo y = 1, 2,..., 0-1, gefunden; es werde die Summe der Producte 


aus n Factoren gebildet. 


Es ist nach 515 
ñ Ales, Si Ре e NN * s 


wo Xa 0&9 7, К. Wet 


oder wenn der erste Theil davon getrennt wird 
M ди. OW И І [ Nee wass; Käsch", an "PCT 
== 5 (- 
А ES А. so w w ee А ЈА, 
уох. meat 
Wird der letzte Theil aus n-ı Factoren bestehend nach der obigen 
Vorschrift 2 in niedere Summen zerlegt, 
AL. as а(пеЖ-1), Ә(ПекЖ1).... ап \ х, ЙЕ [7 s... ADeX=1), ain-X4 1) ЖТ ап 
WU рер И WP ы ierg E 
ya 9. 22 AS 261 


so wird 
ас... аш at E an AU e AD=-X-L), а(п=х+1). ainel) а(и=х), an 
AS EC yp il | 
A Al A. 4... Aus 1 "A. A АА? aA A Ee 7% A. t A, 
wo Xx 2,9, .. RET uud aueh y — 14 Зу kee 


Lassen wir nun zuerst y unverändert und setzen x = 1, 2,..., n—4 


und berücksichtigen , dass nach der ersten Bildungsweise 515 
42* 
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LO Se cec oon EP OUO CO ü(hn-X-1), а{й-х+1)...а(п=1)\ atn-x) 


e („NH 
= d Да, А, -у-і ЖА Жо aus ei * a Au.) 7 А, EC IA, ER, Ge " 8 A, 


so geht jene Gleichung in folgende über: 


77109 Mond аз. am- an ^ = JS mare сс о ва 5 Ж ENEE: an 
IA. .. -A.] ЕТ |А.) 3 "v ` 2, > 2. теле; A | Ñ U AA 


wo уйе i1. . л тушш 
oder 
= 9 ІШ: c < + e Y т АШЫ ж, ж» Oo D 4 9 85 am-ı) an 
222) | тебін е | 
) Аде. А) odd ГИ E8 | dës, 


буо. SS di Hu qu АЕ! 


n-ti1 
à 


— (е); А, еы Ж? te) А, ғ”. | “А 


IB ер”, ғап i La .. VP .. эше am 

«(-) Los А A. | Aw xpo A. | "А, 

Es findet also ausser der ersten in 515 noch eine zweite zurücklau- 
fende Bildungsweise 522 statt, deren Unterschied in der Veränderlichkeit 
und Unveränderlichkeit der oberen und unteren Elemente besteht. Eine 
von diesen beiden Bildungsweisen musste bei der Untersuchung zu Grunde 
gelegt werdeu; wäre diese letzte zur Grundlage gewählt, зо hätte die 


erste aus ihr hergeleitet werden müssen. 


Die erste zurücklaufende Bildungsweise 515 hat zu der unabhängi- 
gen 517 geführt. Die zweite zurücklaufende 522 führt zu einer zweiten 
unabhängigen. Der Unterschied dieser beiden unabhängigen ist derselbe 


als jener zwischen den beiden zurücklaufenden. Es ist 


"D Ke 
ІМ rw = АА А-АА WE ALA AE ALASA FA A A, AAA 


п. 5. W 


Die Gesetze, welche in Hinsicht der Zeichen für die erste unab- 
hängige Bildungsweise 517 gefunden sind, finden auch für die zweite 


523 statt. Die Weitläufigkeit entschuldigt, wenn dieses nicht näher nach- 


gewiesen wird, welches nur in einem Wiederholen derselben Gründe 


besteht. 


& 149. 


Um den Gegenstand weiter verfolgen zu können, führen wir 
für alle mögliche Versetzungen der Elemente at, a2,...,an das Zeichen 


V(m, 325. gan Кешу 


524) Wenn aus n verschiedenen Elementen die geordneten Verbindungen 
ohne Wiederholungen zu q Elementen und dann auch zu nq Ele- 
menten gebildet, alle diese Verbindungen auf alle mögliche Weise 
versetzt und zuletzt alle diese Versetzungen mit einander vervielfacht 
werden, so dass in jedem Producte alle Elemente an. a2, .. ., an 


vorkommen, so entstehen alle mögliche Versetzungen aus den 


Elementen a1, a2,...,an. 


Ist z. B. n = 5 „Е so 
ү (12845) = 'V(123) X V (45) 
+ V(124) X V (35) 
+ V (125) x V (34) 
+ V (134) X V (25) 
+ V(135) X V (24) 
+ V (145) x V (23) 
+ V (234) x V (15) 
+ V (235) X V (14) 
+ V(245) X V(13) 
+ V (345) X V(12) 
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oder ist a = 6, q Z= 3, neq = 3, so ist 

ү (123456) = V (123) . V (456) 
+ V (124) . V (356) 
+ V (125) . V (346) 
+ V (126) . V (345) 
+ V (134) . V (256) 
+ V (135) . V (246) 
+ У (136) . V (245) 
+ V (145) . V (236) 
+ V (146) . V (235) 
+ V (156) . V (234) 
+ V (234) . V (156) 
+ V (235) . V (146) 
+ V (236) . V (145) 
+ V(245) . V (136) 
+ V(246) . V(135) 
+ V(256) . V (134) 
+ V (345) . V (126) 
+ V(346) . V (125) 
+ V (356) . V (124) 
+ V (456) . V (123) 


Dass keine Verbindung mehrmalen vorkommt, ist offenbar, und dass 
alle mögliche Versetzungen entstehen, lässt sich leicht nachweisen; denn 


die Versetzungszahl 
^ JEE OK EC EC E 7 5 


und von Ү(9+1,...., n) ist 1.2.3.... (n-q) 
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Wenn daher die V(1,...., q) mit den У(ды,...., n) vervielfacht wer- 
den, so entstehen 1.2....q X 1.2.... (n-q)Producte. Da nun bei jeder 
geordneten Verbindung ohne Wiederholungen dieselbe Anzahl der Pro- 


ducte entsteht, und 


n(n-1)..... (п) 
TE TG š 


geordnete Verbindungen ohne Wiederholungen möglich sind, so ent— 
stehen 


а). n(n-1)....(n-q4-1) - 


1.24 E, LO 
1.2. ... € 


1. "ENGINE Ы 


oder alle mögliche Versetzungen der n verschiedenen Elemente. 


б. 143. 


Nach dieser Weise, alle Versetzungen zu bilden, welche wir hier zu- 

erst bekannt machen, können auch die Summen der Producte mit Ver- 
© 

setzungen und mit veränderlichen Zeichen in niedrigere Summen zerlegt 

werden, wenn bei jeder Versetzung nach der oben gefundenen Vorschrift 


das zugehörige Zeichen bestimmt wird; z. B. 
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A.A.) 


at as 


LIX, AA. ( | 


AA. 


B 


a2 ай n$ 
A A A 


1 


In der ersten Scheitelreihe sind die oberen und in der zweiten die 


unteren Elemente veränderlich; die Zeichen + und — befolgen das Gesetz in 


$. 140. Eben so ist 


Wir wollen für diese Bildungsweise folgende 


wählen: 
>, ору А) 
und 
ç B1, R2 ye aq ALHA), atq 220, an) 
= = or är Te 1 la. ABL 


wo * nach dem Gesetze bestimmt werden muss, welches iu $. 140 ge- 


funden ist. 


Diese beiden Gleichungen enthalten die allgemeinste Bildungsweise, 


in welcher die vorhergehenden in 515 und 522, 
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die einzigen, welche 
43 
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bisher bekannt waren, enthalten sind. Dieses oberste Gesetz ist sehr 
wichtig bei der Umformung der Reihen bestehend aus Producten mit 


Versetzungen, wie bald der Verfolg lehren wird. 


f. 144. 


Nachdem das höchste und allgemeinste Bildungsgesetz der Producte 


aus Factoren mit Versetzungen aufgefunden ist, ist nur noch übrig, den 


2 
Einfluss zu würdigen, welchen die Gleichheit mehrerer Elemente auf die 


Summe der Producte hat. 


Wir gehen hiebei von der Gleichheit der Elemente aus, wenn sie 


in der niedrigsten Anzahl vorkommen; es ist 
аі яза üt a2 aa аі . 
ШІ = А.А, - А.А, = o c 
Beim Fortschreiten zu Producten von dreien Factoren finden wir das 
Gleiche, wenn wir die Summe von Producten aus dreien Factoren in 


Summen von Producten aus zweien Factoren zerlegen, wovon jede Summe 


nach vorstehender Gleichung = о ist; 

Ж 12 аз аз а? аз Tan аз V ar a2 a3 aa 

8 A,A.) = Ж E e TWEEN ar (43) "А, kdo I 
und eben so finden wir durch das Zurückführen der Summen von Pro- 


ducten aus vier Factoren auf Summen der Producte aus dreien Factoren, 


ar 32 аз A * a а аза at Як 38% аз a2 аз аз a4 ni 
„Мм len, A. Vs «TAA. A.) es |: A, WI = 
=о+о+о+ошо 


Dieses Zurückführen der späteren Summen auf niedere Summen zeigt 


allgemein, dass immer die Summe der Producte, worin zwei der unte- 
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ren Elemente gleich sind, = o ist. Denn ist die Summe der Producte, 


welche aus n-ı Factoren bestehen, wovon zwei untere Elemente gleich 


sind, — o oder ist 
CH a2 a3 a4 ı us 
| 3.4.4. А, А...) = 0 
so 1st, weil 
hi аз 4: аа. 20817 au \ „Га 82 A3 ...а(П=Х-]),а(п=х+1).,,,ап а(п-х) 
A, A, А, А, coc AL] TEC DAT. АО 
WO X =Z 0,1, 2, < + e + y 11-1 


auch 


ЖЕРГЕ 


Die Untersuchung behält denselben Gang, wenn unter den oberen 


Elementen zwei gleiche Elemente vorkommen; es ist 
al as at at .. 11 
A, A,] — A, А, -А, А ==0 
ferner 


[wwe s [д А.) ААА "A.A А, A. A. E Cak 


4 


und allgemein, ist 
з аз MH. am-ı)\ “ч аш ар ee n . anen} a(n-1) 

An, A Те. GA ОЛА, е S A У 

у і GEZ CH п-х+1 m / 
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Es ist hiedurch ganz allgemein gefunden, dass immer zwei 
gleiche Elemente, sie mögen unter den oberen oder 
unter den unteren Elementen vorkommen, die Summe 


der Producte zernichten. 


Diese Wahrheit, so nahe sie auch liegt, ist doch noch von keinem 
Mathematiker bemerkt worden; sie ist eine der wichtigsten für alle Un- 
tersuchungen, bei welchen Producte mit Versetzungen der Factoren vor- 


kommen, und der Verfolg wird lehren, wie viel auf ihr ruhet. 


Diese einfache Wahrheit gibt den wahren Werth folgender Reihen an: 


529) kk A. 45, А ) „A, = о 


mt a? аз as ‚as a? а4 ai ат аз a4 a2 n2 a3 a4 ә! -— 

Lë Ak A A. АЈА, “ДА жам А, a JA, = B 
ай аз аз n4 n5 ‚na a2 a3 a5 a4 а) A2 ад aš аі аз n4 a$ а? 
ХААА.) ты ААЛА) Ж Kaabes Jh AAA Lë 


ıa2 аз aa a5 ү as 
ААЛА). = о 
1. 5. w. 


so wie auch der Reihen 

530) n A) ` A, » IA, A.) i A, + H n Я А = y 

l^ А-А [АА ANM 65 > bh ЗЕК eme 
n a2 a3 a4 n4 lat a2 a3 as n4 as a? A3 A4 Па! a2 аз n4 | oa 
[AAA A) pA. 9999 “А, [A AAA А, - |^. A A,A MES 


U. 8. W. 
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denn die Summe der Reihen in 529 ist 
Я ee о a(n-1) an \ 
— A, .4 4... T 4 А...) == o 
und jener in 530 ist 
ЕН 22522272. а(п-{), atn=ı?l 
| малака 
Bt E —$ 


welche wegen der Gleichheit der beiden letzten Elemente verschwinden. 
Ueberhaupt ist 


531^ Io owe ON 5 T. 8:4-11,24,41461 2-1: 1 
Ka Jow Pre E EE 
und 
"ELE SL rasan e an \ ax 
532) NC» 0*8 20 оү, zo 
l, 1 4-і 54 "^q П а 


wo in beiden x = 1, 2,...., п gesetzt werden muss. 
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П. Umwandlung der Reihen bestehend aus Summen 
von Producten mit Versetzungen in andere 


Reihen. 


A 145. 


Der Werth einer Reilie, welche aus diesen Producten besteht, lässt 
sich oft dadurch leichter würdigen, wenn sie in eine andere Reihe ver- 
wandelt wird, in welcher die Elemente auf eine andere Weise gruppirt 
werden. Damit aber hier der Uebergang von einer Reihe zu einer andern 
ihr an Werth gleichen Reihe deutlicher vorgelegt werde, so werde eine 


Reihe vou einer bestimmten Form und einer bestimmten Anzahl von Ele- 


menten gewählt; sie sei folgende: (æ 


nl 
H 


343 


£4 


54 


KKK 


54 


e «хаб! 
“ЧЧ 


\ кч ra 


14 


"а. 


10 


dl V Kb 'a 


Adda is 
Ah SCH (pee 

ч Үн латын 

(ууз a. (v vv]: 


tu Ie vu 


то с» Tu: tu 


(v'v'v]-'a- 


te 18 


LAL m q. 


те zu Tu 


"vive 


D 


unddnaS әтә A әләрию our) jne чәрләм uawumg әвәтр 
( 
( 


бұзу v]-a Jr х 


vvv] E 
vvv. 
M - 


= а 


г 


“foz uounung дләрәїї ur сүс yoru “пәшшоуиол әјпәшәрд 3314 пол *ourung opof para 161907 


au 


aaa 


£4 44 rq 


H 


ууу 


vu w. 


с“ 


те 


|t 


ағач 


tq 


Za 14 


|. 


fe 
\ 


qvv'v 


DA) 


Ep 


ru 


lv 
H 


аяя 


Еч ¿q 194 


q'v'v'v]. (а 


gu EM сұ »«l 


1: 


ib 


"al, «УУУ 


ка £u sq 


ve Eu zu 19 
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EM) uays qe uəuuunç uropue ərp пе їчәшәү s319jun 
um "Mone pun S9J9([0 uro ашшозлол. V UMOM *uourung uoupyszuro Ip ssep ‘1p 
—1әчцовләуип UT шол цәдїрер yoıs ләсе “sr DIS or uouoqo292104 дәр әцорәлк 
ПА өн CATET є v ?ULE - de E c o. Салы ar xy 
“аға (үз KKK a a asa: ayy а ga «Му [= a 
єч & t4 rel же ға zu ға $4 14 e | ve Єч | 4а 7-4 1а Fu En ze Iu 
С) n[»1s1uo 
эчә әпәп apues[oj цЧолпролж * Jarunums 666 yoru uaqroJ|e1uoZt1o[m әтр 171Ә|12 pun 
\ 


"v vyj (a ‘a "lw q.('a "а al+'a а-Гаса ч|- а (ага ти de 


ут fe А 44 <q 14 l Et сч 24 tq! se ға zu 14| 


"v yy] (а. (a'a «ез. (аса Ц-а-(а ааа KK Gs 


| rg gu du Ze Ед <q tq © ғ Ed 44 14 zu sq <q 584 


+ 2 1 E Pe "E | 
a ptr q. па 'a'a|*'a- САТЫСЫ СЕЗІ + 
*w ze ЕЧ z4 FW ч 44 14] £v ға <q tq t. 74 54 54 


te ға &q ve 24 1q! жи ЕЧ ЕЧ 19 t. үні 54 27 


vv'vifla- KKK? KR) -'g.l'a'a 'al«'a- “q ‘я ‘9-1 = 
үшү Ц | d 
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Dieses Ueberlragen einer Reihe in eine andere ist einfach und Dbe- 
steht in dem Zerlegen nach der ersten Bildungsweise 515 und in dem 
Summiren nach der zweiten in 522. Es ist noch übrig, dasselbe bei 


einer unbestimmten Anzahl von Elementen vorzunehmen. 
Die Reihe, welche in eine andere übertragen werden soll, sei 
Йа A `: УЕ Пе Ze ге mu 4 
0О--:,(-) D TEEN: ЕЛІК RK A в...) 
чо ONU ME. P інен 
Der erste Factor wird nach 515 in niedere Summen aufgelöst 


|х, `. . a “Ж D. ) = š, (> 


7 


"EN а(у+1›... AMEL) ау 


Nn deese a 


XD) y mm 15 Aun t ДЕРІ 


wodurch die vorgegebene Reihe in folgende übergeht: 


1 т 1 


ME n1. 0(y720, А(у+ц),...а(п+1) bt Feen a, Im ay 
0--:%3,(-у”” [^ D. RN -) [в In F 1 


Es ist aber nach 522 


lm . > -Imay \ 


en ау lu: . 
sor ав. а=.) 


ay, bı, b2 . Ibm | 


= Cs. e. E Dx 


folglich ` 


ж. «жатақ ate AJAL а{у+1)...а(т+1) Û һу, bip b2 e. e € bm 
--- (ж-) > 
ger E 2077 db. v s. MR 


oder es ist 


44 
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. 4 Lr AN. T. ANGE ы 43, 2 E РЕ m 
530 F stet ۸ ER А.В, ERAN NE = 
84724 al. Асуд) асуд). . (DA p) ay, bi, bz ЖЕ: bm 
= ¥, (-) n a ты. A, Il B...) 


"eg X me ол , 0+1 
тшй! y ==, 9... Da 


oder es ist 


534) LEERE е FO 


, unti) Бл 3846-21; С ku | 


ЖӨН C иы + Е Член B. 


1 


Sg "H s 


© ... "e Ba — e АТТ) ШЫТ. SV. h : ш 


ЛГ dS rue E M. 


& 146. 

So allgemein auch diese Reihe ist, so ist sie doch eigentlich nur ein 
einfacher Fall von derjenigen Reihe, zu welcher die Untersuchung fort- 
geführt werden kann; wir gehen zunächst zu der allgemeineren Reihe 


über, vorgestellt durch die Zeichen 
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Rica a DC Eg 


wo der Strich über den Elementen B bedeutet, dass aus diesen so aus- 
gezeichneten Elementen alle geordneten Verbindungen ohne Wiederholun- 
gen zu q und zu m-q Elementen aus m Elementen gebildet werden sollen, 
und wo die Zeichen + und - nach den früher gefundenen Vorschriften 
$. 140 zu bestimmen sind, und zwar nur mit Rücksicht auf die Elemente 
B. Ist z. D. qim unl m= 5 S0 Ist 
at Cu SE, Fee e wen рін bi 
в [x 154771 


a | 


DA B.B.B.) ` lp, в) 


bı 


+ [А ALB b; b) |, в, 
Ib, в.) 


+ АА, B. B.B.) ` 
1 nbi Ше. 


- [AA B. b, B) ` lin, B.) 


+ [А AT, p, B, b.) ` Inn 


в, в 

DA B; B.B. * |p, B.) 

+ [A AL p nb." |в, Б, 
в B 


- [A....A_,B,B,B,) ` JB, B.) 


b: b+ 4 


zb A B; D, B.) * [B, B.) 


Diese Reihe ist allgemeiner, als die Reihe 534, welche entsteht, wenn 
q=: gesetzt wird. Das Geschäft der Umformung besteht in einem Zer- 
legen und einem Wiedervereinigen; es wird nämlich die erstere Summe 
nach der Gleichung 525 in niedere Summen zerlegt, so dass die Elemente 


A von den Elementen B getrennt in verschiedenen Summen vorkommen 


44 * 
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Kod шс, ek 


t n-g 


, 4. 
зә-0ні-. 2. 


ASEA 


wo der Strich über a dasselbe, was vorhin bei B, bedeutet; hierdurch 


zerfällt die vorgegebene Reihe in folgende 


, , e e Lu se 
Ae Mes. ee 

М >. "ҮДЕ Ж Б, В: Ж, en, ЖУЛ 
wo die beiden Zeichen sich id die geordneten Verbindungen ohne Wie- 


derholungen der Elemente a und auch der Elemente В beziehen. 


Die letzteren werden wieder nach der Gleichung 526 in eine Summe 
vereinigt 


jue +1 ` o e BR ЫР л s beim) эпет+Ф})... an bı..... bem-g)\ 
del v2. 20:7 (Mrt = |в еліте 


з 1 


wodurch die Gleichung entsteht 


5353 x (-)® A i Ж 3 A: "d I b "y mm M e 
939) ET [AA D BE ` Ba ne B 


r ` ( 
— x (-)* |^ D Do r їч. ew ‚ Шлш-аға)... da br... bim-q) ) 
=s 


Ha И | er... 


1 2-9 ' un 


welche die Gleichheit zweier Reihen angiebt, die verschieden gebildet 
sind ; in der ersten sind nämlich die Elemente a und b und in der zwei- 
ten die Elemente A und B durch verschiedene Summen getrennt; in der 
ersten werden aus den Elementen B und in der zweiten aus den Elemen- 


ten a die geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen gebildet. 


Ist 2. Bn=5, q= 3 und mcs, so ist 
=) | ] ar n2 #3 аа а4 A Ko ka V3 = s (—* KA фа T 51 ke, TY TS 
A, A, B, D, B,J | P.D p, УМ. АЕ) 


oder 
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5 
KI 
2m 
ж 
ZG 
ж 
5 
- 
8 ES 
a 
a |22) 
З 
8 eS 
Bu 
enter 
a 
z < 
e 
z < 
% 
1 
— 


ba 
$ | 


B, B, B 


4 
2 
ss 
Ж 
Fe 
= 
: 
Log 
2 (85 
e 
7 
^ 
24 
Š 
SC < 
nn 


bı b2 Ъз 


82 n3 04 n5 


سے 
S‏ 
3m‏ 
а =‏ 
EI‏ 2 
аш‏ 
سے = 
ч‏ 
Z—‏ 
Е‏ 
x‏ 
E‏ 
25 
& 
264 
ч‏ 
S‏ 
A‏ 
= 


a1 \ 
-[3. 5, 5,5, 5.) [5,5 В, | 


-| 


— 
ae 
ze 
# 

— — 

==. 
2 
un 
та 
г< 
i4 

— 


www.rcin.org.pl 


350 


at аз as ng A8 Ті ha Ъз 
ZN on | B, B, B, | 

an аз аз ng ab | bi b2 is | 
Zn sall ‚В,) 
Га) c2 пу ай as Ті ba Ъз 
“|А, .B, B, D, |в, 4 4 
лу Таз ai “4 فة‎ ы ba. À 
КҮК же 

кї аз аз ад n5 | "ht b2 b3 
+1۸ B, n, p, -[ n, B, 3 


m 


1 2 4 5 


al n n3 n4 n5 b; ba 1з 
d ЖЕЛІП В, в) 


Diese Gleichung 535 enthält das höchste Gesetz für die Umwandlung 
und Summirnng der Reihen bestehend aus Summen von Producten mit 
Versetzungen, und ist die Grundlage zu einer ganz neuen Untersuchung 


über die Theorie der Reihen im weitesten Sinne. 


{. 147. 


Wir wollen einige besondere Fälle von dieser allgemeinsten Wahr- 
heit herausheben, welche durch die Gleichheit der Elemente veranlasst 
werden. Da nämlich jede Summe verschwindet, worin zwei gleiche Ele- 


mente vorkommen, so ist, wenn einige B den Elementen A gleich werden, 


li 
536) x(—)* i^ ES CAS (49501 pete 2 P ОЕ 2 P mn) == 
EE ЖИН: | оТ: Г VERE, 
-- x(—)* |“ о сас CH N msn... жалық, E. S NES . Ar) 
А, . . D . H Apa B, 4 а Фа ж ` « В A, өе әу = Ж.Х А. 


wo s jede ganze Zahl 0,1,.... nur nicht verneint sein kann. 


Und wenn einige a den b gleich werden 
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3 D 1 \ , L i 
937) x(—)* |; DATA , ІК ao Boc DES oue ee с e "TIT | £ 
FR Ы Bon WE ue Ты B. an 
ae odi m МЛ... a 441 РЕСЕ 2 ча | 
I = 7/ А, GET B TES * ue To B h | B het hopen 


wo s jede Zahl nur nicht verneint sein kann. 


Findet beides statt, so ist 


ua \ 
538) т Ar E ткен) | pesci) + > o + йряж=-һ+ф,Ь: + e * m 
ee 


A. u er: d A EE gen, ah, A. 7779 
KS f bi Vb, 24 NT ТЕ” ж... D 
= (UNI 5 NE e | B... oM bn DN | 


ў. 148. 


Ist k = o, so erhalten wir aus 536 die Summe folgender Reihe: 


ER ы ҰСЫ dene KE ао ЖУЗ alp+s+g) hu ao dames ж Ж. bp 
“1 | А, x. Ан? В, ООР D B. | А | А, o 6 8 o b. N = 
—y/_\® (0: < ° a rte і | ke RT bg. ОИ e s v. 
А... хы Т x d MET — a A, 


Ж NUES. s Tee bp À 2 UI ХРТ hp ba got "e ыт; 
540) n ee = FETU арен EE Bu. 
ТЕ Wwe p 1 p+s+h 
r bs э P кы 222 7 OL h ` n DONNER C UR 6c 6 ы. N 
—:0T Se. Ade o УЫ, ЖКО | 
r ' Jd +1 brpes 


& 149. 


Ist q— 1, so geht die Reihe 539 in folgende über: 


Ar vo MEN. ut p++ 4115 AE S bp \ 
541) | ke Se A... B, ) JT WC CERA, A, | = 
— 5 (-)* | ER «12.1 3] s iyi A | ҮТҮ Bar. < “> 42 Ip 
(ШІ Nem EE. Lx ЛҮ D 
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welche immer verschwindet, wenn B, — A, oder ASA. vx oderzz A... 


ist, und ist h— 1, so entsteht aus 540 die Reihe 


Diät 


bt A Sm Tr Б vw? Baby < sie D. DAR. шен 
542) 18:22. Eoo |ж 
" IL Y e rd MUS: ZE Ж И.Л? ГАЛЛ 
=>(-) ТЕРЕК; ME: | 


| 72227 


welche immer verschwindet, wenn a=b,,, oder = ,,.... oder — b,,, ist. 


prt pss 
Setzen wir daher in jener B, — A,,, und in dieser a EE». so, wird 
A [ ' ' | D 
943) = (-)* | ПИ + ua. s TT a ipo) E eor n on n bp = о 
А ТА DE Y т. ра 
und 
"bn, s ee e s MIA bm nom uv uu NN II^ i 
944 > (-)* Г | AE - A 
C UTAQ w. bi Е ЛИК COL. 


Wird in dieser Gleichung s = 2 gesetzt, so entsteht folgende: 
545) Tag Bip ee btp*i) Puce io m --.- ърж+2) 
5455 =¬ D "1р р. P ES: 0 
jx. EK AGE 
wovon Desnanot einige ganz specielle Fälle gefunden hat, oder viel- 


mehr der ganze Inhalt seiner Untersuchung ist in folgenden dreien Glei- 


chungeu begriffen 


P bi ba Ъз Dn ъз b3 14 
Zb | = А, | | ^ | 2 ۴ В, i; | = 3 Le 
bt ba bı ba ъз / 
x(-)" | 1 M |. | b, B, В, | = о (8 
1 |l bi Ъз b3 b4 
з, B |B B BB, | = o (v 


welche mit ermüdender Weitläufigkeit bewiesen sind; und zwar enthält 


æ Ше sechs Gleichungen des ersten und zweiten Systems Seite 50, ß 
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die sechs Gleichungen des dritten und vierten Systems und y die vier 
Gleichungen des fünften Systems; dasselbe gilt auch von den Gleichun- 


gen mit fünf und sechs Elementen, welche sämmtlich in der obigen 545 


enthalten sind. 


Gehen wir zu dem ganz einfachen Falle über, wo unter den unte- 
ren Elementen nur drei yeränderlich sind, und setzen s=2, BA, 
В.А а. зо! | 
546) (-)* M 4. «ш m. ‚ Чир b. mee. — ғаты 

2 s(- S N , › = @ 
l^ CI E ue. САЗЫ) 
worin die drei Elemente В,, В,, В, veründerlich sind, oder aus diesen 


dreien Elementen die geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen 


gebildet werden müssen, nämlich 


2 bip+ u) 


547) . put ИП; DIR ПКЕ УІ 


ін Dee o 55 . bipet 


š °з ағы алт 
A, co ТАРАНЫ БО Марс E E 


ht . VENE 7. bein 
* |^ H * e . LI . A, B, B 


— سس‎  À 
> = 


li o. 


С - E ET coctis 
БАР CK E X 2 EE 


Es ist gleichgültig, welche Elemente veränderlich angenommen wer- 


den, und es ist eben so 


ET 


nsn neni / 


d Y XEM c . o a 5. a 


:( | ЕЕ 22-2 ЕУ 


worin А,, А В, mit einem Striche verschen, veränderlich sind, 


n+m+1 2 


und in deren Rücksicht die Zeichen + und - bestimmt werden müssen; 


es ist nämlich 


354 
a OT ҒА < atem) тат... ШЕГЕР 
А, .... A. A.A... URL А...) H A.A А.“ Änn Änne, В | 
к .... .... абаж) Y | Ма 2. e Six HS — SEE CE s na(n#m+1)L 
3 A, ... ON A. Am. ... А...) : | And, Ans “An „A,B 


ae ы E. M. a(n+m+ 4 » 


A, ° CS A eA А, eod / = 


ado ЖЖ. жш. o RER а(п+л)\ [| 
Ту. в... USE ard A Ml 
oder, wenn die Elemente auf andere Stellen versetzt werden, 
Ë. [I лас ы. E LN m... p "ЕП с ӘЛЕ Co o Ғы . ° e ADM) 
548| ay JA, A. ad ADU... A... B ) 
Nl O. el n atn+m) \ ИШ FS. tn e LS R. anemer) 
- Ë un E dept DES Ge die t, „A B | 


re «тыы. - w G aer m» a dg ei 5. ін .  atn4m+ı) Y 
vi ARM AW А. пае B MM eds ay "ed hz? 
Пе” XN bp a1 a2 a3 bı و‎ МИТИ 
549) n x be. A A kj |^. ET a t X] 


und aus dieser Gleichung folgende 
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- 
+ . . D . . . . D . a(uem) 
. re 9.78 060» . ` œ A. 

[] er e Жа) 


тійеі?, 1091 vs e Mhne*meng!'" 


Amer), а(пе1),.. а(п#т),Ъ 


nem 


ОРЕ Р 


nemen 


45% 


III. Ueberiragen der Producte mit Versetzungen 
in andere Producte, wenn die Elemente 


durch Gleichungen gegeben sind. 


K 159. 


Wenn die Elemente, aus welchen die Producte mit Versetzungen gebil- 
det werden, nicht unabhängig von einander, und ihre gegenseitigen Bezie- 
hungen durch Gleichungen bestimmt sind, so kann durch Hülfe der 
früher gefundenen Wahrheiten die Summe der Producte mit Versetzun- 
gen aus bestimmten Elementen auf Summen der Producte aus andern 


Elementen übertragen werden. Es sei z. В. 


391) X, Аш” T X, no + X, А. n. Ae d. В — B& 
E a FX Al уху он А INT 


D . . . . D D D D D D D D D DH H 


(n) 


a (n) (8 (п) ^ (n) — 
ЖЫ CX AL IX en = B 
Werden diese Gleichungen nach ihrer Folge mit 
( = D | A. A — e А, ай ER, а SCH | 


ау КУ 9.3060) 


ЖАҒАҒА 


vervielfacht, und alle Gleichungen zusammengezählt, und wird nach 515 
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cy е ao NS 


4- 4%1 


1 
m» сөз (2) С ае (n) а» 
er'lasas. MC 


(-y | A Ден A Д SI > rw — | AY Al o diis A Ww ұла | 


q+ ° 


| 


багытка le" 


q+ 


tq? (1) ) (0) 
IA MM A us 


+1 


D . . D D D D ` . О D D D 


(- jy? la: (0) der Ae ЧАО „а sie TEL pen |А AU mA TE (GH Ж. ACA p") 


4-44 2+1 


und s—0, 1, 2, . . . , n gesetzt, so verschwinden nach 532 alle Schei- 


telreihen, nur jene nicht, wo s==q ist, deren Summe 


un gn... oem A, LLL ues gei em МӘ... o 


und es entsteht die Gleichung 


s “ن‎ х, [APAP мас АР ansam Ages B] 


1 Aqat жі An 


welche zeigt, wie die Summe von Producten aus bestimmten Elementen 


in Summen von Producten aus andern Elementen übertragen werden 
kann. 


Siud die Gleichungen 
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83) — KAS + KAF ХА. X AP. 
IN KAT ХАН E a + ЖА = o 


© 


Ж, А, + XAT + XAS U + ez e, rë: + A == 0 


gegeben, so findet zum Uebertragen einer Summe in eine andere fo!- 
gende Gleichung statt: 


55D CX x. |a A ez] m Cy x ar AT trm Ae) 


4-4 éi D 


IV. Auflösung der Producte mit Verselzungen, 
in welchen einige Factoren verschwinden, in 
Producte bestehend in gedoppelten 


Verbindungen. 


% 154. 


Die Producte mit Versetzungen lassen sich immer in Producte mit 
gedoppelten Verbindungen auflösen, wenn diejenigen Factoren, deren 
obere Stellenzahlen grösser als die unteren sind, verschwinden, oder, 
wenn 


555) Az АНЫ ге en. zo 


Zuerst bemerken wir in dieser Hinsicht, dass 


556) la” š AU xn | = А А ы. А. ES 


denn in allen folgenden Producten ist wenigstens die obere Stellenzahl 


eines Factors grösser als die untere. 


Ferner ist nach 515 


| tn) mtp (n+p+1) (nm) | | (n+p) a (Dép 12 „ (n+m) | (n) 
| Ken " Ф. " Ат. еее Wee, = L Lee Ы А.г 4... УЯ Б Ge 


А | 
› 
- | Ce 4 WE ЖУЛ, Alan | Á Ass 


nepti ` —tutpe2 nemel 


denn die folgenden Producte verschwinden, weil 


(np 2) (ю+р+2) 
A = Ам) Е Ра. 


Wir messen die vorstehende Gleichung durch das Product 


АС a (n+p) a (n+p+1} ла {n+m) 
п 4 ы шер 3 n+p+1 о о коо n+m 
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setzen zugleich 


und 


| zn (n+p) (и+р+1) (nm) | 
| r A 2 ` E . A PPP Ë A 
oie 7 


++ 3 


E V... 
(mn) Aa (n+p+1) AE — п, пер, nA4mmsi) 
А, "Anc d NE шағы, 


ntm 


Wir erhalten hierdurch folgende: 


557) (n, n+p, n+m+1) = (п+р,п+р+‚п+т+1) . D, — (n, пара, nma) 


Wird in dieser Gleichung p—1,3,3,...., m gesetzt, 


(n, n+1,n+m+1) = (пе, n+2, пыша). D. 


.. лт (0, 142, ncm) 
- (n,u42, пыта) = — (u42,n43,n4m41) . у, 


+ (n 2+3, n+m+1) 
+ (n, паз, пына) — + (n43,n44, ngm43) . DL — (0, n+4, nem) 


(2) (n, nem, пча) = (—)" (nem, n+m+1, nm41) . Dn + (=) 


Ш tm) 
neu D. mei 
und werden alle diese Gleichungen zusammengezählt, so entsteht die 
Gleichung 
558) 


о = (n, n+1,n+m1+1) 
- (n+, n+2, таты) . D, 
+ (n+?, n+3, n+m+1) . D, 


GA" (п-п, n+m-+1, n4-m-t) H D. in 


тез (n) 
(-) Dat, 1 
oder, wenn 


7 


(nemi) 
(пер, перен, п+ш+1) = L,., 
gesetzt wird, die Gleichung 


559) by ж ту 4 m + KEES i D. 22433 


H +1 tn) 
соба Е EEN, = 


2+m+1 
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Mit dieser ist nach 494 auch immer folgende verbunden: 


560) ту" (+) (Фа) (m2) memo 
20 / 2 nu+m+1 Dar * E + DI... ` 1175 see e 


m 2 (-) BA 3 pes 4 0)" FI = 0 


n+w+1 n n 
Diese beiden Gleichungen gehören zu denjenigen, welche gedoppelte 
Verbindungen erzeugen; nach ihnen ist 
Oi» (в) 
L =D 
(0+2) ` tn) (n) (n1) 
L. —"— DB... + Dar E D. 
аз — (2) (en tni) а» (п+1) m+?) 
L, = + Dy. = D. ч DA + D... H Dus > Diss 
са) (042) 
Dar: А Eh; 
(1+4) 2 en) (u) m+) m? (+1) (M+ 2) (n) (n+ 4) (n2) (32 
L. ج‎ pr hr D, Dara жай, : Di, Thot Da: : DS 
n WU mítt?) (u) m+) Dots 
CH Br * Dura - D dr * Dur 
(n) (n+3) са) (n42) WER 
br Dass ë DS Ka De Dass 498... 
u. s. w. und allgemein 
о» (0*1) (n+2) (nem) 
561) ІШ» „a m LEER Аш, | із 


=D = \ 
(т ntt!) (0+2) mem) n n-+1 n4-2 4... UE a) DFM 
A.T . À. e D . А | X 2 S 2 » р 


Dt) йш 


, 
-D | n, (n+1, n42,... km), "^" па) ) 


, 
+D | п, (n1, пе, 040), 7” nem] 3 


Тл: Ж, ЛҒ. Т K о 


(-)" р | п, (n41, n+2,...,n+m), nomi) ; 
wo 
HA 
ier = WI 
AM nes 
Diese Gleichung zeigt, dass, wenn die obere Stellenzahl eines Fac- 
B zeigt; 


tors nicht grösser als die untere sein darf, die Producte mit Versetzun- 
46 
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gen immer in Producte übergehen, deren obere und untere Stellenzahlen 
geordnete Verbindungen ohne Wiederholungen sind, 


{. 158. 


Wenn aber die unteren Stellenzahlen nicht grösser als die oberen 


sein dürfen, oder wenn 


562) ко EBMNEEUS.- 


v 


so findet man auf gleiche Weise, dass 


A, ve А A seele ` 


=E ( n, (NFI, n42, .... DFM), nmi] 


On-1) 


, 
= Lu (n2-1, n2,...., n+m), палын 


(med) 


+E | n, (n--1, n-2,...., N+M), път) 


МСС шы, Ғы. os . + 


(0) 


Жу, ( п, (n4-1, n+° ,...., n--m), п+т+!) 


wo 


364) SCH KS А, _ 
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V. Entwickelung eines Bruches, dessen Zähler und 
Nenner Summen von Producten mit Versetzungen 
aus unendlich vielen Elementen sind, oder 


Entwickelung des Bruches 


in eine unendliche Reihe. 


Оф. 156. 


Wir beschliessen die allgemeine Theorie der Producte aus Factoren 
mil Versetzungen mit einem Probleme, welches hier zuerst vorgeleg, 
wird, und von dessen Auflösung die allgemeine Theorie der Reihen ganz 
abhängt. Die obige Untersuchung setzt uns in den Stand, dieses Prob- 


lem vollständig zu lösen. 


Wir messen die Gleichung 548 durch das Product 
n sa s e + + ° "wr JA "X ToU DNO .. ER 
und erhalten die Gleichung 


46 * 
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NEE, ` | 


965) a . ` . aleme) 
hA et PUE, 
n A Dr АЖ... жн IA, ER A. P 
B! € 2 m 222%) 05 &(nem) \ [ат к. ЭИ, Кү c. OR OT ra а(п+ш+1) 
| А, Nam ! А, 9 + ` . V * > ЕТІЛЕ 
(ЕРЕК | 
+ —— = 
| A, ss 


oder, wenn wir wegen der Kürze den ersten Theil dieser Gleichung mit 
f(m41), den zweiten mit (т) und den dritten mit f (m) bezeichnen, die 
Gleichung 
f(m+1) - g(m) + f(m) = o 
Nach dieser Gleichung bilden wir durch die verschiedenen Werthe 
von їп mehrere Gleichungen : 
Ға) - р(о) + о) = o 
- fü) + gı) - fO) = 0 
+ Қз)- g(2) + fe) = o 
- Қа) + g6) - (3) = o 


(fim) H- gon) + (—)"{т)==о 
und erhalten durch Zuzählen dieser Gleichungen folgende Reihe: 
(mr) = - Ko) + g(0) - g0) + 80) = 8@) ALT gm) 


oder da 


ү. М» ы 
uuo *. mem EET 


(-)* Қты) = (=) 
n EL OL. KK s...) 
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folgende Reihe: 


566) ҒТЖ 7. 
| А, D D D D . “ М $ d Ba? 


Aa w % » ^. » ча э» RSR: و‎ DN LL atn+3) 


AD 


аю ee ae verte Sech Ts (Q3) 


ails © «эъ 22% — D 03 0 oU s мпа+2, 
А, jo oU Um Асе Avi Aisa n+3 
Am mM——— — 


= 
"us | 
` 
ШЕ 


. С 
M ===) 
"P 


П D D D D H H Aus 


NE PERIODE БИШЕ 


ТЕЛИ РРР WW NK A ME 
А, d Th 4 A * CR * ihe.) Af Ge "FS * E = Хаж! 
In dieser Reihe kommen zwei Arten von Brüchen vor, wir wollen für 


sie besondere Zeichen festsetzen, nämlich 


О en amem-a 
|. KÉ 3 N... A “Wan D o | 


ET I (п) 
— Іле 


"n P i ы і . : E p) 
Dñ TG рсе T 
ІН E RTR ЕС A Anm) 


Hiedurch erhält die Reihe 566 eine Gestalt, welche leichter zu über- 


== шыш) 


sehen ist 


ee et, а\п+ий+ 12 
- Ж Er lea Пер таб. «а. x.) 
569) EUM ` ee F EE жне 
= ТІ 4 ve т pe r vr + Li” ' qu ақы Қал 2 Я уе" 


Ist m unendlich gross, oder m = ос, so ist 
570) (и —— - — — EES 


= ш» . v" ім pr , wer. + LS " wer en. Дь... ` Ce 


Die zurüklaufende Bildungsweise der Vorzahlen L® , L^ ,..... 


ergiebt sich unmittelbar aus der Gleichung 569 selbst, wenn 


В = y 


und 
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at а(п=ї#р) а(0%р? | 
| А, “ “ . ° . H . LUE SS ази rur 
571) ccm. die ei 


n cn atn+p) ü+m+2 
Кк, s sagt, 


gesetzt wird, und ist 


- (т) Oe 1 (n) (n+2) E (ю+3) “! 
72) We О? + U . L, U . L, esses’ o 


D n+m+2 nimi 
: 
( m+s praem Sa» A (-)"* D S = o 
d о n+ın+2 о e msa pe 


nach welcher die Grössen L'" , LF ,..., aus den Grössen UP , 


U, , U, eee gebildet werden können. 


Mit dieser ізі, wie im A 134 gezeigt ist, immer eine zweite Glei- 
chung 


573) un FS s. қ Lee + HAAS ; poss m (UN | Lëtz ts (=) CR =o 


nta p 


verbunden und beide Gleichungen führen zu folgender unabhängigen Bil- 


dungsweise: 


374) Li = ШІ: 


uti 
tn? (n) (n* 1) (n) 
L; = \ Р ІШ. 2 Un 


py = (u) (Шалы DENE =: DD МЕ + Mum 


ntar’ “аж? n*3 nes lunets, 


“3 

жор, Ss қ 
Gre Un ur o We sup AU е» BT 
US Ше шын pU 


he” Us Ue” US E Ug" ve 


"utl n+3 "+4 ut} nt 


und allgemein 
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3 

575) IL = U | n, (NH, NH?) . ... , 0+р-1)7", n+p) á 
* 

ZW | n, (8+1, n42,...., ne p-1) ^", n+p) e 


1 
+ Ü | n, (n1, n92, ...., D p-1)7 7, n+p) 


w O 7:51. 1 e OT 
(TU [ n, (0-1, 1n42,...., np-1) , n+p) н 
% 157. 
Eben so finden wir aus der Gleichung 550, dass 


? аа аз ©, e ò o R(heJ) KU «e < ^» o “w ne 


Á— WA (n) WII (m+) jon) (+?) са) qusa) 
er EN qayqa w e ue 
wo 
NI 40-40%“ „ „ әс» пт), аби фу e + > a e è è Q(n+m) 
97 А ға o u: ap Ад 
vi ыз سے‎ 
) Km L AW v + À or „ <Ü 58 (ТӨНЕ » e wv % + e > o Bie mpi 
| А, H . . . . . . . . . Pani 
und 
at an+m-r), b \ 
T PN у; а^ ү = ê M 


a1 aCn4m)) 
| o d 2. А...) 


so wie auch ähnliche zurücklaufende Bildungsweisen für diese Brüche. 
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Zweite Abtheilung. 


PRODUCTE MIT VERSETZUNGEN, WENN DIE OBEREN 
ELEMENTE DAS POTENTIIREN ANGEBEN, 


L Allgemeine Untersuchung. 


$ 158. 


Die Elemente, welche der folgenden Untersuchung zu Grunde liegen, sind 


О Е SE, 
und ihre Potenzen 


Ee J. UNA! 
KEN AE tame 


ap ap p a 
Á, ЭЖА? y A rocoWNEXS 
wo 21, a2, а3,.... ganz willkührliche Grössen bedeuten, welche keinem 
Gesetze unterworfen sind. 


Zuerst finden wir, dass für jeden Werth von h 


47 


370 
a | 


Diese Gleichung findet nur bei den Potenzen statt und bei keiner 


anderen Functionsart. 


Ferner ist nach der vorhergehenden Untersuchung 
3954 ee exo" ater sa m. 
p GAP A, a). A 
«(7 [A747 A7. AT). AT 
+ (C [AT ATAT AX) AT 
Ist an einer der, Grössen at, a2, аз, . . . . , a(n-1) gleich, oder ist 


an = ap, so verschwindet die Summe aller Producte, oder es ist 


580) M,AT- M, AF + M,AT - M,AZ Annet MAI = о 


so lange p kleiner als n ist; ist aber p — n, so ist 


54) MAT - M. AY + MAY emo MAN = GM 
wo 

iis ue карталар. ur oo ar raram ті! 
und 


Ma= xw —— erc | 
bedeutet. Ist aber an =o, oder sogar verneint, so verschwindet hiedurch 


die Summe aller Producte noch nicht, und es ist allgemein 


582) M,-M,4M,-M, ж...-... OTM, = | AS, ën А ) 


und, wenn an verneint ist, 


583) А.Ж, M, 


n“ M, п-1 в. atn=1) E 
be ernten) aA m C A A Ri beid 
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Wie die Summe dieser Reihe in besonderen Fällen näher bestimmt 


werden kann, wird in der Folge angegeben werden. 


Die beiden Gleichungen 580 und 581 gibt auch Wronski in seiner 
Critique Seite 71, aber ohne Beweis. Ausser ihnen ist von dem ganzen 
Gegeustande, der wegen seiner Wichtigkeit für die Theorie der Reihen 
und der Gleichungen im allgemeinen alle Aufmerksamkeit verdient, nichts 


bekannt. Wir wollen hier durch mehrere neue Theoreme wenigstens den 


Grund zur Untersuchung legen. 

Diese Theoreme, welche wir hier zuerst bekannt machen, betreffen 

a) ein Product, gebildet aus einer Summe von Producten mit Ver- 
setzungen und aus geordneten Verbindungen zuerst ohne und dann 
mit Wiederholungen, dargestellt durch Summen von Producten mit 
Versetzungen ; 

b) eine Summe von Producten mit Versetzungen aufgelöst, theils in 
andere Summen vervielfacht mit geordneten Verbindungen, theils 
blos in geordnete Verbindungen, und zuletzt 


с) Auflösung einer Summe aus Producten mit Versetzungen in ein 


einziges Product zweitheiliger Factoren. 


47% 
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П. Ein Product, gebildet aus einer Summe von 
Producten mit Versetzungen und aus geordneten 


Verbindungen ohne Wiederholungen 
TH ag NC о рУ 
dargestellt durch Summen von Producten mit 


Versetzungen. 


% 159. 


Zuerst bilden wir das Product, wenn p=ı ist, nämlich 


(QE o. B A ду w zv: 
Die Geschäfte nehmen wir in folgender Ordnung vor: wir entwickeln 
nach der Vorschrift 515 den zweiten Factor dieses Products nach den 
Potenzen von A, und vervielfachen mit A": dann wieder denselben Fac- 
tor nach den Potenzen von A,., und vervielfachen mit А" |; denselben 
Factor nach den Potenzen von A, und vervielfachen mit A2..; u. s. w- 


und zuletzt nach den Potenzen von A, und vervielfachen mit A ; es ent- 


stehen hiedurch folgende Reihen: 


373 


SW, SEE CO ect Ж 


den [mu Werne ace Vt e V (КУ V cet Vs F nV Ф ata. deen АРАЛЫ 


мау 


EA 


an" re EE E E ^Y =; AEE 


-u 


vv." BE lee 
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Wir summiren die Scheitelreihen nach 522, und erhalten folgende 
Gleichung: 


Ы) ee Age, ee Ae E um 


Е е-е Ше) 
at ata=2) h£acnz дә nal 
Bo 6604 AE OR A 
+ la“ Қара A а A EP дас” Ж 
Е b LS 
+ e à 474 . . . D D D . ` . 
| kant a2 a3 A Aal 
“ДА, АҒАР А. - NET 
In dem Falle, wenn 


he) wa ag: 15743.4)..7..., а шд 


werden in der zweiten und jeder folgenden Summe zwei obere Elemente 
gleich, welche bewirken, dass alle diese Summen verschwinden, und nur 


die erste Summe übrig bleibt, so dass 


585) (Air aa. ХАРА... amm nt) 


An, A‏ و 


% 160. 


Vervielfachen wir die Amben, Ternen, Quaternen, . . . . . mit der 


Summe |a" Ad a Av), so finden wir folgendes Gesetz: es ist 
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(Ne c A AW ау ТАМА ge 
+" AT Abr An 
zo "e 
Jo aem aem ai 
+ AME Aë Sid 
a Lan AT А" vc 
Hier entschen alle Vertheilungen von h,h zu zweien in vier Ab- 


heilungen, nämlich 


Eben so ist H 
(A, AU, Ау» А, ALS [ASAP ADAZAD) = [Ay Ante деды) 
T [As areas Au“ A») 
di 


+ | Av AS АЗАР лез) 


woh,h,h in fünf Abtheilungen zu dreien vertheilt werden, nämlich 
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EIL 
EE 


Wir wollen diese Bildungsweise durch s® angeben, so dass 


(АК, At, Аз, АРУ” Dan Az Az AT] mae | anm AU AP AZ 
und 
(AT 5 А" 3 AD 1 A: TS Û AAA“ Soa =] SE went Ar AA 
Das Verfahren, welches von dem Vorhergehenden zu dem Folgenden 


führt, soll hier in allgemeinen Zeichen vorgelegt werden. Es sei die 


Gleichung 


(A* AN д> m. ЈАЗА A) — zwar Ах, дындағы, un) 


gefunden, und es werde das Product 
СЧ ЧИ ee LS 


gesucht. 


377 
Zuerst wird der zweite Factor in folgende Theile zerlegt: 


lan аз... ағ) ax (УА А?АЗ Am). АЎ 
ХИ Re ОБ рап 


und der erste Factor in die beiden Theile 


(AY AV 2. A" Ste a б о Жн” o 2. 


х-12 х=12 


A" Am zn 


x+?" < 


Hiedurch entspringen aus dem gegebenen Producte zwei Reihen durch 


folgende Zeichen vorgestellt: 


.ri 


P=s, bg ( А КІ” Al, a ү, Ak, Ir EE ae M... Am dA 


ar Ze (—) (А! IN. A, 3 LS? (ANA) de ET «Don AZ д» Aga) г 


Kel 


WO. ас P 


welche nach der oben gefundenen Gleichung in folgende übertragen wer- 


den können: 


p — Xx. GA" so Tien Mier dare men A A "әр Ал, Aga) A" 


х+1 “рға 2 po ees 


+ D Gef" ru [Аз an. Ae Am, Ae se k Aj Š А” 


x-1 Sri 


Bedeutet nun > le) , dass in den n-ı ersten Abtheilungen h in p Ab- 
theilungen vorkommen soll, so entstehen, weil die =, und =® sich ver- 
wechseln lassen, folgende Vertheilungen: 


pP = sl Mann ішер - Arm AS. 


pet 


E x (e Mar AD . 4. . rw AT, T Aree e] 


wo nach der eben festgesetzten Bezeichnungsweise sich das 4 weder auf 
AT iu der ersten noch auf АҒ" in der zweiten Summe beziehet. 


Da nun 


r харах armes UI 
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so ist 
ЖЕГІН 


oder 
onana.. AE Min VM ла m 


Ü x) [ heat henz h+n3 heap Spei» an 
= sgp Ше. aee er Аба 


pri 


& 161. 


Von: dieser allgemeinsten Gleichung heben wir einige besondere Fälle 
heraus, in welchen wegen der Gleichheit der oberen Stellenzahlen die 
Summen, worin sie vorkommen, verschwinden. Der erste ist, wenn 

ai = ah 

a2 = ah 
аз = а+һ 
ап = amlı 


es wird 


587) (A; 2 Ai > А", е, Ақы» E at As een e 9*9 9 э э д») = 


nih Аа+оһ a*(n-pih A +n 2 
= 1 -Pth h 
D Ay . ааа AUS AS 2.0 of IRE A | 


Der zweite Fall ist, wenn - h statt h und 
at = анһ 
au = аһ 
ап = anh 


geselzt wird; es entsteht die Gleichung 


585) (АТАУ, АР... АЗУ" d Малға KS wie Lage = 


= | A^ Ағы a+ zb *etpa tk a+ 
1 2 A; é ls» A, E E Av] 
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Der dritte ist, wenn nachdem n = n+m gesetzt ist, 


ai = arıh und a(n+1) = bah 

a2 = аһ а(п+2) = bash 
° 

аз = arslı aln+3) = bash 

an == a+nh a(nam) = b+mlı 


gesetzt wird; die allgemeinste Gleichung 586 geht hierdurch in folgende 


über: 


589) (А I KS 


unem 

Sjap RER E 22222 er A CHE 
„| A АГРЕ Aic ee Ze ms. a H Е T sie am 57-23 Amen] 
+| AST ж AD O3 ANO. A M. el A ыл" = Aw) 
T | д“ SCH Lige LN cu ku EU җе. PENES 1 we aj 
viator жашы ЖАШ.” ы MM АШ) 

+ D ` . . D ` . ۰ e H o * ° о о d " > $ . D D D 
ЖЕ TE ег Weg ge е Ween ST onm T Ан 

+ é . e ` . e D D D H D D H D . . . . D D . . . 


1 *n* ih A b+ 1 betmepenilh A betm-pen 2)1 
lass Gel ED un A" un A А ven Т “А 1 e Ж A ap 


D nei n4m-pen ném-péne, n4m 


Dieser Fall lässt sich auch auf folgende Weise besonders behan- 


deln, wenn die Gleichung 587 als schon bewiesen vorausgeschickt wird. 


Der zweite Factor des obigen Products wird nach der Vorschrift 526 
in geordnete Verbindungen ohne Wiederholungen zu n und auch zu m 


Elementen aufgelöst, nämlich: 


48 
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Ee TEC MA CMT ео. ава 


n Liz] ntm 


E C.P NP “Чы + IT T: 


ni 4 nem 


fme m: c ra Аға) | [д Abo ls def Aj] 


n 
CA) +1 PET 


4 [A L2 г. ни А КУЛУУ L AA AR | 


usa Déi 2 u. 


á la - ch Ash Aral / [ Ate ren era ven NU 


ш-і DIE ne u+? "n 14m 
LP . б . . م‎ . . . . ` . B . . D . . ü 3 : 5 
ча * D D D D D D D D H H . . . . r1 . Г . 


To ша WDR , Ae [д Eos. a 


met su 


und nun das erste dieser Producte nach Anal. N. 394 Seite 244 mit 


(A; 7. M AR F = (AT TS A H (A. › ° ° с» e 3 Ar 
Д e Т ҮШ ое. ‚А* „т 


ntt ажап 
+ . . . . D ` . . D D D D D D H D ` 
+ (A, as ART 7 ANM, Ee GC Mee A CH ew 


das zweite Product mit 


A" Ж (AL, А" та А" p" 


..: 2 "+m 


ee,” 


(А" 


г 


Kcu RU d M NN 


A (А* TR AE A^. A DV А" 


Шз. ы 
СЧС OIE o. ТЕТ 


+ (А“,. олт ғ” ТТТ Ғыл 


...2 ГЕЯ nen 
u. s. w., und das letzte Product mit 


1 eidel 1 Ое ТК кл з,» 
Ав Мы. ЖҰЙЕ ы. n me Jure 


mei 


LM mcg o S TEM 2%. 


WALT... УТС ор 
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vervielfacht; zuletzt werden, nachdem die Gleichung 587 angewendet 
ist, die Scheitelreihen wieder nach 525 summirt. Wir begnügen uns das 
Verfahren hier angezeigt zu haben, welches wir befolgten , bevor wir dit 
allgemeinste Gleichung 586 aufgefunden hatten, worin diese und auch 
die vorigen enthalten sind. 

Diese Gleichung 589 gibt zu vielen particulären Wahrheiten Veran- 


lassung; ist 2, D. wesst, 50 ist 


590) (A! } А" DIANA ЖИИ , A y. de алар f M Wow 


| z^ 


Asproch Aaroh (7222 Aach) 
п-р+1 и-р+2 o Ap e nn ! 


+ ar" eg, 


**O-ph 4 аф(пэ-р+2)һЬ n у) , beth 
° As, Le sre tot А, AEN 


und ist m——2, so ist 


591). AAP А › en RD IT T M UU = 


Le 
ағай па-ра 20h | arfn-p+ Ah 3 antil | b+2h | begh 
= IA . T NCC AD * ° $9 5 A, Iw LS 
atah а+(т=р+1)һ a a+(n-p+3;L Ашын DEE, gm 
+ la: . e A n-pea ..... Au n+: ne» 
ажіһ a+a-pih 4 а+(п=р+2)һҺ a+(n+ı)h уо bech 
+ (ж s. АБ Gre: s э c9 э 9 э А, A uei Аср 
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ПІ. Ein Product, gebildet aus einer Summe von 
Producten mit Verseizungen und aus geordneten 
Verbindungen mit Wiederholungen 
е; ы” ТАЛА e s. 
dargestellt durch Summen von Producten mit 

Verseizungen. 


% 162. 


Der Anfang, wenn p=: ist, ist schon mit der Gleichung 584 gege- 


ben. Das Verfahren für p=2, 3,.. 
(AP Be ЕУ" ann 
Қаш nos = ЖҚ e 


. . ist folgendes: Es ist 


$2) 


МАН” um, vil = 


hraı 


k+a2 
= Aj А, 
DCH MI 
= А, А, 


+ A a 


E dom wi 


Lë, A; L В Ез AP | = = AD 
лу at | 


1Һһға? | 


+ | АМ А, 


(< 


und folglich 


Bei der Bildung des Products 


383 
[А Al АТА? 


verfahren wir auf folgende Weise: wir zerlegen den zweiten Factor nach 
522 in seine Bestandtheile 


[АГАТ АР] = far Ar). Ar-[ar ар АУ «(ауаз А? 
und vervielfachen den ersten Theil dieses Factors mit 
A А5, A; T" = ГА, AT" ТАУ A, АТ. А5 
den zweiten mit = [A", А* Т” + [A SA, AM Jr A 
den dritten mit = [А ASI" &[A*, AT, AST". A" 
Hierdurch entstehen die Producte 
[45 A5 А] .[АГАГАУ) = 
Laf ДМ! ar) as asas" anar. an ae ers Az 
ышым. Waat Аре ГАТА). А [A77] - A?" | 
Aus der ersten Horizontalreihe entspringen nach der Gleichung < drei 


neue Reihen, 
har ha eo 


+ [д hs | 3 de к. [дк dE | А АЗ + дк" AU | З А” 


dz ow]. ағ ovS SE E а СУЧ 


welche durch folgende ersetzt werden kónnen: 
ar AS AY | gu [ Se А" A | ES | v AT A | 
Die zweite Horizontalreihe der obigen Gleichung vertritt das Pro- 


duct 
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Lu. at, л |. Dar AT An) 


und wird die Bildung dieses Products nach 584 vorgenommen, so ent- 


springen hieraus die Summen 


lat Aa | + la atm АЎ") ТАРЫ 


Es ist daher 


53 


А OP pa ages 


«| uu aT 


t 


oli«aa оза: 
1 2 


ıl+aı ah+n2 
A A, 


D 


| 
«| 
| 


+ 


А 
Жары Aou 
À 


oh+aı TTE 
н A, 


+l 


Eben so finden wir das Product 


l od as eg E | А adn 
D ph Ae 
«| agen SEH 
Jus am 
+| he pou 
«| | Ne 
+ | Ж” Ашы 
+| wo Ach 
+ | w agen 
“| ГСС Гез 
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дк 


abs 


Ss 
he 


11423 
*33 


wee 


(9 


(y 
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Hier werden alle mögliche Zerfällungen einer Zahl in mehrere АҺ- 


theilungen gebracht; іп æ, В, y, sind folgende Zerfällungen in Abthei- 


lungen vertheilt: 


2h , oh 2h , oh , oh 3h , oh , oh 
ih, ih oh , 2h , oh oh , sh , oh 
oh , 2h oh , oh , 2h oh , oh , sh 
ih, ıh , oh 2h , ih , oh 
ıh , oh, ih ah , oh , ih 
oh , ih, ih oh , 2h , ih 


oh , ih 
ib, ih 


‚eh 


„ıh 


Machen wir dieses Zerfällen einer Zahl p auf alle mögliche Weise 
und dieses Vertheilen in n Abtheilungen durch 3,, bemerkbar, so 


können wir die Bildung der obigen Producte durch folgende Zeichen 


angeben: 


(A, as ГАЛА az es] re 


ke қ А" А "e ۳ | [AAT AT = Ss || en aue А? | 


a АСТ, aaa алық IP X 


3 


wo oh , oh die Stellen anzeigen, auf welche die Zerfällungen ausgedehnt 


werden müssen. 


Nach diesem können wir jetzt das Verfahren, welches vom Vorher- 
gehenden zum Folgenden führt, in allgemeinen Zeichen vorlegen. 


Es sei das Product 
49 
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[at Г А* Jus ШЫРА ra, cann] — Jager ath T oe 


4-4 


gewonnen, und das Product 


Ber) due. 


x 


zu bilden. 


Der erste Factor wird in seine Bestandtheile zerlegt, 


һ т» 


МЕРТ. Аы. АШЫЛА A, ET AN 
und eben so der zweite Factor іп die Bestandtheile: 

П Кз Па a ЧЕТ 
welche mit den Vorigen vereint folgende Producte erzeugen: 


a NEE U e Шы” Шы... OD 


ЖТ Ж Ж ӨЫ "ee ШЕ ` 


Durch den ersten Theil entstehen nach der oben gefundenen Glei- 


chung die Zerfällungen 


ums {| peas oles: Ф фаги oh#sax Obesite “ 
iret Ве UA Lr E x Jota eo ж 


oder 


|a phat oh+a2 olı+a3 oh+am-ı) Sal ch 
a A А, A dh. сш гу Ån- A, | 2 
und durch den zweiten Theil entsteht das Product 
h h h PS? у ГҮ! ^2 а(р={) hen] 
E SA o" de -ДА, A, A... А, 
welches folgende Zerfällungen erzeugt: 
RR: 
p-th+at oh+a2 oh+a3 ol*atu-1) oh+h+an Р 
Е 7! А, А, А, з эке Q: Au, А, | (4 


Werden alle Zerfällungen in d und в vereinigt, so entstehen alle mög- 


liche Zerfällungen der Zahl p in n Abtheilungen vertheilt, oder 
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592) Be PIE ET 


Pe hena ol+az h h 
= ST | A! А, Aj а “| 


n 


{. 163. 


Wir zeichnen von den unendlich vielen Fällen, welche in dieser allge- 
meinsten Wahrheit begriffen sind, folgende aus. 
Erstens, ist 
a = a+h 


a2 a+2h 


an = a4nh 


so zernichten sich viele Summen wegen entgegengesetzter Zeichen und 
viele wegen gleicher Elemente, und es bleibt nur eine Summe übrig, 


nämlich 


593) | А" / А" жау AN m i ec Aen ae, BL р. x) == 


€ Aen ZE) Kéi e Aueren) 
= қ 4 ' + э ® 


п-і n 


Zweitens, wenn n+m statt n und 


а: = ach und a(n+1) = b+1h 
аз = a+zh а(п+2) = bah 
an = anh a(n+m) = b+mh 


gesetzt wird, so entstehen folgende Summen: 


49 * 
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190 | І 
r l 9+1 asal nh bib 2 
594) (ае, p''' rx | ТЕ А, Дк! A E қыз h won; rub 


не us, Neu 


ы N 


H E: 
V da: a+m-ı Ана 


= 
Moe NA uepih Ауға ‚ мее и AMOR д К | 
| 


| 
ажіһ аж(а-1)й 4, aspe 1h l+ ih Т 
+ la: Xo TEM AT А, А ЖОЛКУ. UM MUT L+(m+ 11h 


n 
ta Af tm 


+ [A T 


ажсп д axtusp- 20h bei DA 
m mes h 
NET e Eur. де «бике | 


;— 
` . E D 
atah a*(neií)h atuh һай um 
i= 3 Al 1 1 
+ (ж ...... ns А, As. 220% онер Zeg š spe) 


Ist z B. n= s, ud mz-5/^b in 


Leë A. Ei | . ا‎ ka او = اا‎ b+ 2l gu 
" ажіһ uar. i V bezh vis 

| suya aw rta it 
SP nes jd bezh с” 


Diese beiden Gleichungen 593, 594 sind in der allgemeinsten Glei- 
chung 592 als einzelne Fälle enthalten; sie können auch unabhängig von 
der allgemeinsten 592 bewiesen werden. Wir wollen das Verfahren , wel- 
ches wir bei 594 befolgten, bevor wir die allgemeinste Gleichung 592 


gefunden hatten, wenigstens in seinen Grundzügen mittheilen. 


Der zweite Factor wird nach der Vorschrift 526 in Producte zerlegt, 


wovon der eine Factor n und der andere m Elemente hat, 


) atah a+nh , L+ıh, benmh] mm a+ıh ажпһ | bah b+mh Î 
OD aA! M A АУМ) ше la: r a j AE k. dur: S З A| 


EN E la. "An on. дыз) 


und das erste Product mit 
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[А QW Tate Kl = [As ; E d wx ru L8, [At АЕ. о) VE } AS. AM. 
“ГА”, hos 57 Jm А" ia: P ECL | DK E 


> ov Ev 


+A, - АО ЕЕ s D 

(siehe Analysis Seite 252 Nro. 407) 
das MEME TIEN SS AA N a ëng Ié 
+[А* REN жолы) Қа” Жл, ЕЗ ? А ПСР. TEY Қа” 


+A E НАШ TO WIL B л 


h 10) 
A ua 2T 7 Anl 


u. 8. W., und das letzte Product mit 


h аа» 
Ы Ы Ы d 3 An 1 


ІШІ, ар тыға H S ҒАР, 
Aa 8 ео А" PE 


+A, > "re K. 


+ . . . ` ` . . . . H . . H ` . . ` H 


ЕЛЕР a" ao ГА" P «ы, COO CL OD A ui” 


vervielfacht, und nach Anwendung der Gleichung 593, welche wir zuvor 


besonders bewiesen hatten, werden nach der Vorschrift 525 die Scheitel- 
reihen wieder summirt. 
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IV. Summe der Producte mit Versetzungen auf- 
gelöst, theils in andere Summen vervielfacht 
mit geordneten Verbindungen, theils 


in geordnete Verbindungen. 


ó. 164. 


Alle diese Gleichungen geben das Product, gebildet aus den geord- 
neten Verbindungen und aus der Summe der Producte mit Versetzungen, 
durch ähnliche Summen an. Wir wollen die Aufgabe umkehren, und 
letztere durch erstere darzustellen suchen. Die Wichtigkeit dieser neuen 
Aufgabe wird sich in den späteren Untersuchungen bewähren. Wir wäh- 
len hiezu als Hülfsgleichung die Gleichung 590, setzen in ihr n-p statt 
р, b=s-h, und п-і statt n; dadurch erhält sie folgende Gestalt: 


aaa) ЈА... ar) = 
= Ji rar AA | 
il aiu a SEA 
oder wenn 


(АЧ, Азоо А)" = N. 


Bar. асса» ами 


und 
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el M. Ж “Дон, e ee? А | == M 


ср, 


gesetzt wird, 


und 


N,-, 3 А, = с, + Man 


Nach dieser Gleichung werden mehrere andere gebildet, indem 


ВБ WE, on рев „ЕП 


s = seh ‚steh, s+3h en n n y Зер) 


gesetzt werden, 


M 


oder 


595) 


Werden diese 


иһ» = h M А, = | MN Ы A.A + N, 


. A, 
ke №. 2. TN o Жау 


le, 8... + М 


-M - М 


(p, 3) 


"tz, в+2һ! (pri, өзі» 
+ М... H A a, = + Bes, A + Mia, Eo 
T №... ч A... == 2 Ж... 4.4109 =ч , A s+3h) 

D б . H D D D . о А Ч 3 А " " ^ 4 4 а 


DER: ` с ТОРИЯ = 0 + GTM. 


›24(0=рәһ) 
пер 
Spem. А, „зь kaa (-) N, š Ae 


LAT дер ee А) == 


= "ا ا‎ em zen ] 
= la" ле 5 А" ра". d ытта e 


n 
a | "0-20 
a+ - 
وه‎ А* | ur. E Du acht de iu 


D H . . . H D . e & d à P. ç Z ? 3 d A 


OM (4% ae BEN. Қ Lu, М КАК (un) 
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Aus der obersten Gleichung ergiebt sich für dieselbe Summe eine 
zweite Reihe, wenn 
р = NR aU LEE des IEEE 
und 
вл dëtt, Sh Бына о, в. оер SDL 


gesetzt wird, 


M, % + РИУ = Nur " Ava 

E M bun = EE Th = i а, = ч A | 

| 

| 

+ М... + MN Же, = + VIE > А | 
(M nat 0 = (-)"'N, Ы AS 


und diese Gleichungen zusammengezühlt werden; es entsteht die Reihe 


M, о = e у. S A = de : m + ans е Ze CHE kën % 5-4 


oder 


, 


596) [д А KC? gës, А“ И ee ENK EA | = 
t L | h ажа! -1)1 [| 
arts As TT ne 


je 
345 ar 
Le véi 


. . . H D D D . . D D D D D H . D H D 


| 
= 
£ 


A 
талан ае 
A 


atıh n+*(n<))h 5 31 
2s: nd a A ) 


1 2An-1 n 


UL р 


и 
p-a h 9 h a+ıh ^*(n-15h , s-ph 
Cr qM AN dean, o м, еее кеі 
“ 165. 
Dieses Zurückführen von Summen der Producte mit Versetzungen 
auf geordnete Verbindungen ohne Wiederholungen und auf ähnliche, aber 
einfachere Summen, so wie es die Gleichungen 595 und 596 angeben, 


setzt uns oft in den Stand, den Werth der ersteren besser würdigen zu 
können. Ist nämlich 
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s = a+{n+m)h 
so ist nach 595 und 593 


| ажай yatak a+tp= yl Ar ur 
597) А, A, A 4 


Zei r nah ell 
ne r — e من‎ ай 


! 

ü= an 

Іт NE dg 4 a+ulı 
е ПОЯ ЛАС "eo D ^ A. 


Ten Nr EMT WENN Q (ke 
a MENT, =; CONGR UA. rts de 5 


MK: aas poss AV] Tre <S. NE 


с E De FAR OTT, ` 
und nach Nro. 596 und 593 


398) = (A^ 5% - Oh А" VC ud а ГА" MR LIUM А" {шы 
= (AT yooo» ® А" жа, 4 ГА" DEL мба ТҰЗ bé ІР”. 
Gr m ош бог р АЯ y) " (A) үре; р. A? (Se 


EE t E Ce E, 


Ist aber s = a+h, so verschwindet die Summe in 596, und es ent- 


sieht, wenn wir noch ассо und h—= setzen, die Gleichung 


599) © o Ertl RA ee ` О, 
- Fas Are ҖЫ ee TT 


in-p+3) 


OT EEE 


-- D D D D . 


(о (А, РА, зоок" Juan, Armel 


welche die zurücklaufende Bildungsweise der Summen angibt, 


wenn in 
ihnen eine verneinte Potenz vorkommt, 


50 
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Bestehen aber die Producte nicht aus einer bestimmten Anzahl, wie 
in 597, sondern aus unendlich vielen Factoren, wie in dem Bruche 


| b 1 al mA 1 
(ж 2 А pus Se EE Sa EEG S o 0 2€ x} 


EE CU m LIS e A) 


so ist auch die Reihe, in welcher dieser Bruch entwickelt werden kann, 
unendlich, und es ist nach $. 157 der Zähler des Bruches 


аа gath a*(n-2)h , anh ee WI 
vn [A^ А, ° ° w ° KL А, 82222 e s Ayın-ı | 


— 


— 
a n4h nO -m-22l 
әс ТА SS Ti. gra) 


` 


der als Factor in der Entwickelung $. 157 vorkommt, nach 587 


m [ín h h `: | а ath u+m- d 
er AS gan e, agua 
und folglich dieser Factor 


= = (А > A: 3 "V фо, .24 ER dE 


` ' 


mithin der unendliche Bruch 


Al м DAL MU E Iure А) 
dh 5 ww Ка НАН ША. 
ИКИ. ‚ду. ы 
Э АП УИ PRIN à E 
А ТҮРЕ У e 
ПИЕ PE УЧ 


600) (-) 


° . ” . D D D D D D H D D ° 
wo 
Жк һ+һ „‚а+2һ . -2)h b | 
RE San Ae мј 
A 3 ағһ ак) а+(а+тш-ү1)һ | 
ZW А, А, D D D . . . . et e D ANS | 
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V. Auflösung einer Summe aus Producten mit 
. Versetzungen in ein Product zweitheiliger 


Factoren. 


б. 166. 


Durch diese Untersuchung sind wir in den Stand gesetzt, die Sum- 
5 > 9 П š : EE у 
men der Producte aus Factoren mit Versetzungen іп zweitheilige Facto- 


ren aufzulösen. Es ist 


[A Ania nt. Aven] == Cy AAT Am Aem ges 


WO 33mm, NU a. SN v. 


und nach der Gleichuug 587 


1 1 
ara" "E و‎ mis s dd Fede dai = 
= m... 


aan 2.) трі y) 
folglich 


МЕ... з 


= 176 жы И TI gue з x 


1 


da nun 


z(-)""(A' EY S S" Fest Ah, SAAR, AS ll Ace 
+ С A ` "` ep" 3 CAE aen Alle бр AT аһ 


= AL EAD A ADD Ы” vr A СА И) 
50% 
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so ıst 
601) іс M А P" NEA Jm N Ave] тш 
ОС Rn Ta ақтады Aue 


Werden nach dieser Gleichung andere gebildet, und zwar dadurch, 


dass n=1, 2, 3, . .. + , n gesetzt wird, und werden alle diese Glei- 
chungen miteinander vervielfacht, so entsteht folgende sehr merkwürdige 


Wahrheit: 


у | РА T... SATUS] = 


А; (AE e AD 
Ai (AL CAD (А-А) 
DR E, A) Eu (Auc MD 
А; SALT AD CAL AD Qr Ar) (A; 7 AD) 
SA, ANA) (А-А) (А-А) (AZ AD) e (ALT AL) 
Die übrigen Summen, welche früher vorgekommen sind, lassen sich 


vermittelst obiger Gleichungen in ähnliche Producte auflösen. 


{. 167. 
Machen wir hievon Anwendung auf den unendlichen Bruch 
a WEL or 
па € MOREM CS IM IIT 73 
und setzen 
OEA) (В-А)...... (B~ Aj.) = «(B- A,.) 


so ist 
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| 
К,а asl n(ne2)h armer) nO em- 2)h 
[As at. ann. Ма 


An 


АЗАГА АЎ er ke s (А, -AL 2). ei A), -А! ЕЕ al A! im. "* Ev 
(AE CAR ULLA. re "cu 


und 


la: ATUS 5. fnasci осо o0 Annam | = 
= AA sess Ai, &(At-AD - æ (А%А")..... E qu. N 


lA; Am 3 ex Me AMA |. oi Zus | — 
= А? А, К Tr Be (A-A) x (A-A). IS (М nmn 7 быы: ®(В'—А' ы.) 
folglich nach $. 156 


(n) ae s x (А-А 


1 
— ` nem- A 
L, = E E 


AL ala, А e тозы ET СА" LT AL) 
und 


B` Ka а(В - КУ d 


M سے‎ 
7 „ — 


А SE 


mithin 


B x (B'- Аба 1 ) 1 


Lë 4 Wa n 25 "Ee 5 we ЕСТІГЕН ы 
А, "e (А A ) (A... = -A,) (A, u+? ~- A.) po we СА Аһ) 


| 


oder 


SR ( N 30-25-22 
DEEN, AE, (Ama СКЫ) 
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Es ist daher 


1 
arılı we 2h asque з) a+nh СЕЛ « 
бов) A ре er Е T. “| 


ne Б И." a.c d Na ¢ АЗ) 


А. p (B'-A})(B'-A}) (DAD? me = = sch pi- A? 
E I QUERN QU Kei FS 


1 
tt 


(DA. 2(В-Ас,,) 
(н a SA 


BRD BA.) 
(A-A, ALZA a ALA) 
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Dritte Abtheilung. 


Producte mit Versetzungen, wenn die oberen 


Elemente höhere Unterschiede angeben. 


% 168. 
b. ist nach $. 41. 


А(А АА, Ale TO Ve Tux ANIME Қала, E 


MA SA. A! A,. A A, 0 1 0 1 
A A. АЖ. ЛА AA, 0 1 1 0 
АҒА .A A, A AL. AT A, 1 0 0 1 
1 0 1 0 
1 1 0 0 


БАЛА ЛАЛА ЛА, ORAT ÀLLATÀLLA ALLAIT A 


2 3 A 
1 0 1 1 
1 1 0 1 
1 1 1 0 
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folglich 
WE =] z А, маз n 253^ 
а һ GH) d 
a b+1 с а 
а-ға b с а 
"E n uM SH а) 
a b+1 с а-а 
а +1 CH d 
а+1 b c di 
а+1 b с+1 d 
а-а baa с d 


+ | OT a к) 


аға 1› с--1 daa 

а+1 b+1 с di 

аға 41 C41 d 

a+1 bai с+ї d+ 
«| Ае. Ma MASS NUT OS Al 


In dem Falle, wo b=a+, c=a+2, d—a43, .... , , verschwin- 


den alle die Summen, worin zwei obere Elemente gleich sind, und es ist 


605) al KA, АЗҒА. TA. ag KA? NM == IA, UE A ЖАРА | 
+ | АЛМАҒА ege ën ST д EE A 


a а “= La 227 a+n а+а+1 
+ ls A, A Ad ЗА A » 5 A A.A A...) 


naz 


EZE, UNUS, ue Du uou gn MN s 


ES A .... Qv EE. tama, j 


“| 


+ H H . ж D . . . H . H ` . . . . H . е H H D 


АРАГ 


n+l 


voco ol EECH eet ECH 
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0. 169. 


Der Unterschied des Bruches 


an A, ТЖ АЗА ammi, | 


[a^ A, аА, EM NE a n 


lässt sich auf folgende Weise näher bestimmen. Es ist 


4 TN PHP P _ QaP-P4Q 
1 


(0!7 омо Q — 0040) 


Nach dem Obigen ist aber 


E a A+1 eene ew CENS PDQ TE е Q s “Q 4 a*n- a+" 
Q.4P = Qs УА, ara aee rid ker | 
und 

P.AQ = plan, AU RUN pA AQ WT. es | 
wo in beiden p=0, 1,2,....., n-1 vertritt, folglich der Zähler des 
Bruches 

Q.aP - Р.О = 
= 5, Isa. `... ip^ Au) H Ier CDI COEM d T ER 
; M 
“^ [аА Ж ls cd Je. d M Ad (ge A, k “А A MA E itn ge e] ] 


Nach 605 ist der Nenner des Bruches 


51 
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Q(Q--4Q) = 


gue e « WE eum Ee а и 


= [sA Ese ES? A.) > | АЛА, tee DE RA 


wo qe, A в вее HH 


Es ist folglich der Unterschied des Bruches 


ES EI äere e, Ca 
TA ( Wb oM EE ent cede aA, | 
(рл жа MEAN EFA РО с а d 
IN e A WE 773 Mi, GNU euh EIMA, 
wo p=o, 1, 2, ,n-1 und q= 0, 1, 2, ‚ n, und wo 
Ж | ap ыс A, |= (А, ОЛА uu. t AUT A...) 
+ [21A a. Ab SA AA 


j» 


E Ae, .% e Zi 
meme she E, a ab ы» aA) 
+ || aA daoa Zeg шы SA 
+ [44 TEN. 
ab jet, LP 
BH, р Б erem aA] 


Bilden wir nach 606 eine Gleichung, worin A,,, statt A,,, gesetzt 
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wird, und messen sie durch die Gleichung 606, so entsteht eine andere, 


in welcher die Reihen z, uud =, nicht mehr vorkommen, nämlich die 
Gleichung 


L 


— 


| A 2А, „аА atttA, | (ҒА, aA, er ef) 
|» 


607) E AI IE 
ОТЫР a Ұлы | 


[i^a a" A, а= шд d ‚ 


(e АҒА, AU! A, SE CW M а, 
| 


Ju у E. e ҚҰ ) 


Diese Gleichung ist diejenige, welche in der Theorie der Reihen 


grosse Dienste leistet. 


o1* 
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Vierte Abtheilung. 


PRODUCTE MIT VERSETZUNGEN, WENN DIE ELEMENTE 
DAS DIFFERENTIIREN MIT ABWECHSELNDEM 
VERVIELFACHEN ANGEBEN. 


1. Allgemeine Untersuchung. 


{. 170. 


VW enn 7,А,А,А,...., verschiedene Functionen mehrerer ver- 


schiedener veränderlicher Grössen sind, so ist 


Zd ((Zd)'A, . (ZA, . (Zdy ^, (аул) = 
(ZI A, (бау A, (D Ak. (20) ы 

+ (ZE A. (ZA) "А. (Ж nm 

+ (74у А (7а) A, (20 А (ИО 

+ (74у A,.(Zd) A,.(Zdy A,.(Zd)"'4, 


> > > > 


folglich 
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608) Zd|(Zd)"A, .(Zd)" A, (Zd)"A,. . . "AJ = 
EMO * ы (айы а. н.а 0” А.) 
+ |020)" A,.(Edy"A,.(Zd! А0..... (йу А.) 
+ Kao A. Gët A,.(Zd)"" A,-(Zd)* A,. . . (24) A.) 
+ 


+ ër: A. O TS м с 


Wenn nun die Summe 
[zara GQ Re (Zdy*""'A | 


differentiirt werden soll, so muss jedes Differential erhöhet werden; da 
nun aber, wenn unter den oberen Elementen zwei Elemente gleich sind, 
die Summe verschwindet, so bleibt nur eine Summe übrig, und es ist 
das Differential 
609) Zd|(Zdy^,(Zdy"' A (Zd)"^ A,...(Zd)""' A} — 

— [(Zd)'A,(Zdy"* A, (Zd)"* A,..(Za)” "A, (Zd)" A.) 


Das Differentiiren der vorstehenden Summe besteht also nur in dem Er- 


höhen des letzten Differentials, welches in der Summe vorkommt. 


f. 171. 


Das mit Z vervielfachte Differential des Bruches 


ze лод ay. ад, l Gy A, | ' ps 
[2 A,-(Zd)**A, . . . . ауға) m 
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ist 


Q.ZdP-P.ZdQ 
0: 


Es ıst aber zi d 609 
ZAP -—[(ZàyA, . E (Zdy" A, , (20А, | 
210 |a", . .. (ZU) A, .(2ауА, || 


folglich 
Q.ZdP-P.ZdQ — 


= [Za Auf, (ауға) aa... (ay...) 
-[(24*4, .... (Za A) , [Сау А... (Zu A... (Za A... 


ferner ist Те 543 


Kr, e ai ek, ge së bp, а{р+1) лаб ы. 48,57 ас OO: En bp alpsar 
ж i = 
x . 220) 
cJ debut de ан ЖАЙ 


mithin, wenn at =a, a(p+1)=a+n, а(р+2) =a+n-1, bı =a+ı, b2 = a+2, 


e. , bp=a+n-2 gesetzt wird, so ist 


тоа ЖООК, Gm Aldi Aci. l.l. (ZA A, 
W A "ve, (Zaya ауд (тау А (тау А 


в-) 


«[(Zày A, (24У A(Z A Дау A (Zd)* А, (24) А) 


n-2 
Es ist daher, wenn auf die Zeichen Rücksicht genommen wird 


Q.ZdP-P.ZdQ- |(74у*' A,...(Zdy" A) [(Zay' A... (2d) A, , 


und das Differential des vorgegebenen Bruches 
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610) ga (ED A. Gét, (Zara, Je 
(тауа МЕЛЛА. с |... . (хау ше 


(бау A. Ж МШШ РА. | ana... (Zar Al 


k 172. 


Eben so finden wir das Differential des Bruches 


[ZA ay" A, ЖЛ рч a e АЁ 


(ау, Р (20) A, теги ғ (Кау e. s Р (Z А. | m du 


Es ist 


(чу) = U. ZAR -R.ZdU 


| v 


А, ТТТ D IA, TD AN 
Sdt: za с 4 09 хас Gëf, (дауға 
also der Zähler des Bruches = 

|(Zày'A,...(Zdy""* A, (Фауғза, | (Саул (zy а, (ду A, 
Jana „(ау AZO Ap) FASA, ay A, „(74у А, <) 


allein nach 542 ist 
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зз. > + «bp ШЕ їй. E Ірі» E Du ` see e bp a | bu TS... рі? 
|^. ОЕ А, САУ) |х, ib А, n 
{+ eu. 125 тош bp a IR оп V. ыр: 

E PE А,В, ІМ A,B, ) 


folglich der Zähler des Bruches == 
< MEDA ep Re AS СЕ Ж. 


und endlich das mit Z vervielfachte Differential des vorgegebenen Bruches 


R ist 
U 


(ФауА,.(7ау"А,....... ZA ZA, 


611) sall | 
(жауа AZI A ыл. д. кА (ZI Ze) 


Diese Gleichung gibt zu einer zweiten für die Folge eben so wich- 
tigen Gleichung Veranlassung; wird nämlich nach vorstehender eine 


statt A,,, steht, und diese 


andere Gleichung gebildet, in welcher A,,, i 


dvrch die vorstehende gemessen, so wird 
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74 (Hp cur л... атм. иелш) Шу TUN, n 
e Bet wv ou а... (аул ann 
м) „жш э у en De 
2 TUM O 1, TUER NE ы” ІШТЕ 
САА СУА, лет ая. з Сева 7220777. 
м A (74у Zar а ПОСИ: eA (Zd)*'"' А, "nC Ау, m 
ау АИ RET TI. (ауз. .(Zdy ЛЕГІН 
52 
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II. Auflösen der Producte mit Versetzungen in 
ein einfaches fortlaufendes Differentiiren 


mit abwechselndem Vervielfachen. 


k 173. 


Machen wir von dieser so eben gefundenen, für die Theorie der Rei- 
hen so wichtigen Gleichung Anwendung auf den Fall, wenn die Ele- 


mente Potenzen einer Grösse A sind, so ist 
біз) UD Nin (Zaa ay B | _ 
[(Zd) A". (Zd) A=... (Z dy A" ау" acm 
Даа m | p 
[аул (лау zaya mayo |7 
e a Ta CH | 
\ ме | 


(e (аА. (24у "А" (Лау А" 


Diese Gleichung zeigt, wie der erste Bruch, worin d', d', 

, d vorkommt, durch das Differentiiren zweier anderer Brüche, 
worin nur d', d’, ..., d° sich befindet, gewonnen werden kann; sie 
weist d* auf d zurück, also @ auf dii, Ты anf d ,...... 


Gehen wir bis zu d’, d' herab, so können wir hiedurch den vorstehen- 


den Bruch in ein allmäliges Differentiiren einer Grundfunction auflösen. 
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Bezeichnen wir also, um den Gegenstand mitgrösserer Leichtigkeit verfol- 


gen zu können, den ersten Bruch durch (n+1, B), so ist 


Zd (n, B) 
(n+1 H Б) — Zd(n я A") 


Für n=1 ist 


|iZdàyA".(ZdyB] =  (ZdyA"(ZdyB-(ZdyA"(ZdyB = 


key nal 


РЕ. 5s. DN u) fd CA = 2 2 =: 
l(Zdy' A" (Zd)A Je (za c )) 2440) = (za ) . Zd (A97!) 
also 
ap) = ҚУА Zar) — as ech 
| Zu) O vs a» dA") AdO) 


und wenn B= A" gesetzt wird 


m (Zd) A" „ (Zdy А") Zap ар-ас дыы 
| (2а) A" . (24) A") "os e 


und wenn a3 statt ap gesetzt wird 
(А!) = ` ^ 3 An 
Nach diesem ergeben sich folgende Gleichungen: 


GEI — qnem d 


Zd(2A") as as-aı ФА") 


ФА" an 


Zd(sD) аш azai 1 4 1 al dB 


und 
52% 
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Zd(sA") — ар ар-а1 ар-а? 


е ZS Zd(3A") аз—а1 ` 


2 ЖЕГЕ 
а3--а2 


und 


a4 аа-а. a4-a2 ıı, 
Lait E A 
аз аз—а1 аз-аз 


Ferner ist 


ZdG, B) A 
Dem 


(АР = 


а! а?-а1 аз-а2 


a s dB \ 
dE т) шу dcus | 


а+ аз-а1 a4-ar ДАУ ) 


| 
(Ату = Zd AT) ap ap-aı ap-ar ар-аз 


Kee سے‎ E, on T 
Zd(3,A")" a4 a4-aı ай-аз  a4-a3 


Dieser stile und unabünderliche Uebergang von n zu n+: führt. zu 
folgenden allgemeinen Gleichungen : 


өм) ^" AN... (ZA A ADB ا‎ a1 
Паул“... 


аз—а1 a(n-1)-a(n-2) 
u... — —— x 
=. S (Zd)°A °") an an-aı an — a(n-2) 


nu =n = “ш ems EE? en * а GM Mo. : ға dB n 
ТА АСА" d? aA”) "1 


e 


und 


615 [zd a" ....(Zay a (dy) — ap ap-aı ap- a(n-1) =) Are 
? Zda" AE rb (тауа”) ап an-aı '' an—-a(n-i) 
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Nach der allgemeinsten Gleichung 614 kann der vorstehende Bruch 
5 5 

durch ein forigesetztes Differentiiren und Messen, welche mit einander 

abwechseln, hervorgebracht werden. Den Nutzen von diesem Zurück- 


führen auf diese beiden mit einander abwechselnden Geschäfte bewährt 


die Gleichung 615. 


Wir können noch weiter gehen, und sind nach $. 124 im Stande, 
den allgemeinen Bruch in 614 auf das Differentiiren und Messen mit einfa- 


cheren Grössen, als in 614 vorkommen, zurückzubringen; es ist nämlich 


616) lu zdnrAn . (Zay A" ER (Ad RN Л ЛЫ | 

|(24) МА ЛАПТАР ua: (аул 
= ee " ETT e 
7 an. (an-aı)(an-a2)...... . (an-a(n-1)) ' (s Mh, л, = (в) 


+ po Vut PAS | 


+ Kur ln) 
+ 
1 \ 
m „де“, St, — adn n | 


wo die Vorzahlen B, B^, ..., B| folgendes Gesetz befolgen: 
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617) B? = (1-a(n-:))). Ве” 
Ez (>—а(п—<1)) + B^" 
B^ = (3-a(n-1)) . BY’ + Bi" 
BR ox 0 + В” 


oder auch nach folgendem Gesetze gebildet werden können: 
618) В" = (q-a(-)) Br" 

+ a) „Be 

+ yim. B 

а. 


+ (q-q-a(n~q-1). Bg 


Dis unabhängige Bildungsweise dieser Vorzahlen ist nach 464 


619) В” = (1-a1,2-02,3-93, . . . . , n-1-a(n-1) ^" 
oder nach 465 

(au 7 “а-а 1 (4- = 1 
620) D" (-) pem Late .(1-a1) (1-02) . . (1-a(n—1)) 


Re — (2-a1) (2-a2) . . . . (2-a(n-1)) 


(4-1! 
+ gel or 


. (з-а1) (3-аз).... (3-ain-1)) 


= 42220... 


(-)"' eir .(4-а1)(-аз) . . .. аав) | 


Oder, wenn diese Producte nach den Potenzen der Zahlen 1, 2, 
з...) 4 entwickelt werden, so nimmt diese unabhängige Bildungs- 


weise nach der Gleichung 645 unserer Analysis folgende Gestalt an: 
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621) В" — (a. „аера m, as ASE дү” 
[Р (а1, а2,...; а(п—1))'°. n, TE, Ce gie 
(2) 


(neqe2) 


+ (a1, a2, . . . , dies. [1,*2, 3, ЧЇ 


0-9 megn) (0) 
(-)7 (a1, аз,..., an-1)9.[1, 2, 3, « q] 

Will man den Bruch in 613 nicht bis zu diesen einfachen Differen- 
tialen verfolgen, und nur durch eine Gleichung den Weg angeben, auf 
welchem man zu ihnen gelangen kann, so setze шап in 615, p=n+1, 
differentiire dann die Gleichung 615 und führe sie in die Gleichung 


613 ein; es entsteht, nachdem n statt n+1 gesetzt ist, die Gleichung 


[sayan ОТ ze |» 


622) 
DES dn A"4ZdyA" ........ Aa 
am) а(п-1)-а1 а(п—1)—а2 a(n-1)-a(n-2) 1 e 
an. ma ° an-a2  — *°° MESES) ldQk "s 


MIC А", (ла) A A „ау ". (74у В | 
NS hizo" iza ЧАРУ. (Zdy" a=), 


wodurch der Bruch, worin d" vorkommt, auf das Differentiiren eines 
Bruches, worin d"' das höchste Differential ist, zurückgebracht 
ist. 

é 174. 


Eben so finden wir durch ein gleiches Verfahren folgende Glei- 
` 


chungen : 
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en. |ZdyA (Z4) A" ...(Zdy-A"4ZdyB — ) 
We IR ll. nn (Zdyh 
a2—a1 аз-а2 an= aln-ı ) 


 a(n+i)—ar a(ne1)— a2 i ainsi) - a(n-1) 


| ; | | 
1 1 1 ; 1 B 
x ——=—== «| aan алау en n, Ба 
алары” Ea ) [4А we er em) das | Е 
\ da “2 : 2 


und 
LL may An maywt ) — 
( ЭШМ .(Zd)'A” Bee ыр (Zay A») T 
WS cos ap—a2 ap-an 
— a(ne))-a1 a(n41)—a2 "" a(mei)-an ` 


ар-а(пе 1) 


Die Gleichung 623 hat gleichen Zweck mit 614 und kann eben so 


wie letztere auf einfachere Differentiale zurückgebracht werden; es ist 


nämlich 
gg, leonon.. Gaya ays | _ 
|| Za) GAI (Фауал" ee: е (Zd) A*"*" | 
D - 
-———————— Е Gë " Av В 
(a/n41)-21)(a(n-H1)—a?)...... (ais mn? 
=з(п+1) d 
— ME ; i|? | 
-RhR(041) d d 
+ acm gua (В). | 
З=а(и+}) d d | а 
кар anm м) 
= м ы о) LI D . * D в 
а. НЕ did ed 1 
"uiia ЖАД ale) ) | 
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wo die Vorzahlen 2957 , BT, . . . , BF nach folgendem Gesetze gebil- 


det werden: 


626) "n Ес Tosan) "^ 
See" = (1-an) З үлен H $ оома 
mo = (2—an) Ë Ber" de m x 
ECH т- (3-an) ^ m + душ 
NE 0 TE 


oder nach folgendem : 


627) DU x (gan). a 


+ (q-1-a(n-1)) . Bi’ 
-*(q-2-a(n-2) . BEP 
Т 

*(q-q-a(n-q)) . ее» 


Die unabhängige Bildungsweise dieser Vorzahlen ist nach 464 


623) € WE (, 0-аі, 1-а2, 2-93 , . . . , n-1-an) "T 


und nach 465 
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1 01-1 


629) | ar. (q-0-21)(q-0-22)(q-0-33)....(q-0-an) 


11-1 


= -=  (q71-a1)(q-1-a2)(q-1—a3).... (q71—an) 


21-1 


+ SE (4-2-а1)(4-2-а2)(4-2-аз)....(4-2-ап) 
-ж 272 . se 


(=) ve . (q-s-a1)(q—s-a2)(q-s-a3) .... (q-s-an) 


(—)* ын (0-ал) (0-a2) (о-аз).... б-т) 


Oder, wenn nach Auflösung dieser Producte die Gleichung 645 un- 


serer Analysis berücksichtiget wird, 


(n=) 


630) (ala a) es] 
(n-g-21) 


“АТ; а2 аз, cau Ta 3,...,4) 


1-4-2) 


Э (аказ таз, Ти ел. ЗЯ. Hl 
= QU РР FER 


(-) (аг, an an a a ш? 


Die Gleichung, welche den obigen Bruch, in welchem d" vorkommt, 


auf das Differentüren eines Bruches, worin nur а”! sich befindet, zurück- 


führt, ist 


ys UE GEHEN il 

ІРГЕ”. 55% (ауу) 
__ an-aı an-a(n-i) 1 d |a asi er sss | 
— alnH)-aı ^ a(uc1)-a(n-1) dA") n нт Er 


‚ф 175. 


Wir verfolgen diesen Gegenstand weiter, und nehmen die Gleichung 


A E ap atptı) i] |" 44.........ш..... ар \ ж 7% 
Дед н. ОЕ Mr 
Ser 48:1..........., ер aq адо. Ар atp+ 2? 
= odor СА рй 
ооа EE CIE aqta \ hagas А p+r), 
Е n С А, A ut^ 
welche sich aus 541 ergibt, zu Hülfe; wir bilden nach ihr die Gleichung 
za: ЫШ ШЕ 7. (74у A" (za a=) [(zay'A" "T . Gg? Avr] = 
E A" ...... zaja”) [(zay'à" E FA (zay" a") 


- оа А... (Zap a za ar) [ау A" (ZO A" (дау А" | 
und setzen in ihr nach 615 
еауа" (Zdy Av" (Z dy A" —(n+1,n).A" Wk sau [(24у' А" „(Za)"A”) 


wo (n+1,n) den Bruch 


- -аз -а(һ-1 
а(п+1) am+ı) а! а(п+1) аз, ame) (п Ж TOR 
an ап—а1 ап — a2 an-a(n-1) 


vorstellt, und nach 609 
[Zay a" Ж (DE An (Za) баш) = 
= Zd ((ғаул" Bis ZE Str к | 


= (аа) ZU [za a ...(24уА” | 
la rn) At" (аА. ... (Zd)A" | 
= (n +1). Zd A7. (za). . 24А") 
e? (n+ 1,n) een ((ғауа" — (Zdy"'A"""(Zdy*'A"] 
53* 
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Wir erhalten nach Einführung dieser Werthe folgende Gleichung: 
[дау А"... (Zdy A" (рау А) |а"... (Zaa) = 
= (пзи). Zd(A""", | Zdy'A": Ki (Zdy A"] . lzaya" T (Zdy'A"| 
oder 


(ауа... (ауға) Ж 


632 
n arr З] 


rt) almar)-ar абаза) аба) aneneen ETA Zay A | 
an ап-а! an-—a(n-1) [Ка gd .. GR OE 


{. 176. 
Durch dasselbe Verfahren erhalten wir folgende Gleichung: 


633 
| (ауа (Zay A" 4ZdyA? .... (Zdy x 


_a(n+2)-a1 a(n+2)-a2 a(n+2)-an TEE (za) A“ e 


7 a(us1)-a1 a(n41)—a2 a(n4-1)-an CADET ... (Zd) A" | 


jo E 


Wir wollen gleich die Folgerungen geben, wodurch diese beiden 
Gleichungen ihre Wichtigkeit bewähren, und stellen desshalb den ersten 


Bruch in 632 durch P,,,, also die Gleichung selbst durch 
Pu = (n+ 1, n). Bb, 2004") 


vor, und bilden nach ihr folgende- Gleichungen: 
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Bj. led, RA Sc Are 
B2> (пеги) Bis Zus an 
РД (222,159). Забан чу 


P, — (5,2) P, . ZAA") 
P, = (2,1) . P, . ZdA”"") 
P, = аға”) = Zd(A") 


welche, wenn sie miteinander vervielfacht werden, folgende erzeugen: 
P = (251): (8 ER. O i71) ҚАУ ҚАРУ, (Aper 
= an. (an ~ a1). (an 2 a2)... . (an - a(n — 1)) A ( d Ay 
Es ist folglich 


өза) lkzay A" Zaya". (Zapa... (Zaa) = 


—an. (an-aı).... (an-a(n-1)) . Аз, (2.4А)4(24 А"... (Zdy ae) 


f. 178. 
Ein gleiches Verfahren führt von der Gleichung 633 zu folgender: 
635) EE 3 (Zd)' A” Ё (Zd)' A" MA E аук”) == 
— (a(n41)-a1).... (a{n+1)-an). AN" (Z. dA тауа"... (Ай A") 


welche für alle Werthe vonn=1,2,3,...,gilt. 


0. 179. 
Setzen wir nun zuletzt das Product 


(an — аз) (аһ-аз) (an-a3)....(an-am-ı))=Q, 


bilden nach diesen beiden Gleichungen folgende: 
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Iczaya® ...(Zaya”)=an.Q,.1"". (20А) |(74у' A"... (даут) 


(ауаз... ауға”) 
= a(n-1) D Q,. LEET "A (Zu) ee») 


(ауа. k. аА") 
AE) 40, 1, Ananas (Жду EDK"... (Zdy a) 


[(Zdy А". (Zd) A" } = аз. О,. A. (ZdAy.[(Zdy' ^") 


[Za a=) ar. An, (ZdA' 


so wie auch 
I(zay a"... (ар) 0А". (24А) (Zay a.. ау") 
[Zapa .. (пау А") = 0, А". (ZdAy" [(zdy'A" ... (Zdy Aj 
lzaya" .(Zà)'A"] == 0,.А"5.(74А).|Сауағ| 

[zaa | = A" 
und vervielfachen sowohl-jene als diese miteinander, so entstehen fol- 


gende Endgleichungen: 


636) (аауа" SUR MAT. (Zi Ar m, (ZdyA"] == 

= а: қ 
.a2.(a2—a1) 
. аз. (аз — a1). (аз — a2) 
.а4.(а4-а1).(а4-а2).(а4- a3) 
. a5. (a5— a1). (a5 — a2). (a5 ~ a3) . (a5 — a4) 
. ап. (an - a1) . (an - аз). (an - аз). (an – а4).... (an - a(n - 1)). 
QAM ire emot жазы ОФА) +в 
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und 


637) — [(Zdy' A". (Zdy' HE 
=  (a2- a1) 
. (аз — a1). (a3 — a2) 
. (a4— a1) . (a4 — a2) . (a4 — аз) 
. (a$— a1). (a5 ~ аз). (a5 ~ аз). (as — a4) 


„(а -- 1) - 28). (a(n + 1) -a2). (a(n+ 1 (a(n + 1)-an). 
7 А" жа2%.... EI 1) = (1 HT DE E АШ Sie 


durch welche die Werthe dieser Summen näher gewürdigt werden können. 
In diesen Gleichungen sind die Elemente a1, a2,..., ganz allgemein; 


nehmen wir an, dass 


1a, асса + 1, aasma +2,...,an=a+n-1 
so erhalten wir aus 636 die Gleichung 
638) (Zd) A* (Zd) a Z a ee rat An (Z dA 
und aus 637 
639) [(24)°А*.(Жау a”. A. (zaya) шш mau 125 ^ 120 AUR CAE 
ferner aus 614 und 638 die Gleichung 
640) (аул. (Zd)' A". " (Zd) i Aa, (Zdy'B) — 


=i 


dfa d | dB | 
alı 218 п-211 т-111 nas) A | wee EE p——— IPTE RES 
Dr. qi IS gl APER a) ala! ал TE | 


und aus 623 und 639 die Gleichung 
641) (ауа. (Zd)'A"'. (Zd) A". ж (Zay "A". (Zd)"B) = 


+ı)n 1+24...+0 d d d B 
a ELS (Жах) SÉ у el 


A а Li 
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Gehen wir zuletzt zu dem ganz speciellen Falle über, wo a = 1 ist, 


so erhalten wir 
Gol Mee: тауа”. ee. ze 


und 


Bazar Zar, Zr 


und ist a — 0, so ist aus 639 
644) lzaya’ (ANA (Zd)" A) т а)" 


Setzen wir noch in dieser Gleichung Z — 1, so erhalten wir endlich 


jene partikuläre Gleichung, welche auch Wronski Seite 110 finder. 


I.rcin.org.pl 


425 


Ill. Auflösen der Producte mit Verselzungen іп 


ein einfaches Differentiiren einer Function. 


| 


Da die Gleichungen gefunden sind, durch welche eine Summe von 
Producten mit Versetzungen in das Differentiiren, welches wit dem Messen 
abwechselt, aufgelóset werden, und früher wieder eine Gleichung 321, nach 
welcher das Differentiiren mit dem abwechselnden Messen in das Differen- 
tiren einer einzigen Function übertragen werden kann, so kann jetzt aus 
der Verbindung dieser Gleichungen ein System von Gleichungen hergeleitet 
werden, welche eine solche Summe auf das Differentüren einer einzigen 


Function übertragen. Wir erhalten aus 321 und 640 die Gleichung 


615) (аху Бу" BR)... d" (xy! d Fx) = 


X,—X 


brisket. c do E : КЕ 
Б) dx, 


di" dFx, a. 
E Ar) 


und für den Fall, wenn a=: ist, aus denselben Gleichungen die Gleichung 


025). lat)’ ку к)... ау Ех) = 


"da" VARY —f 
54 


== ا‎ GE de. s all .(dfx хуй KS ll X, Gel dFx 
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Verfolgen wir diesen Gegenstand weiter, trennen nach 515 die Func- 


tion Fx von den übrigen Grössen 


s ("l.x Ta)... ку”). Fx = 


q “ - A 
LS LN ' aah kee d х-х а"““Ех 


= vi ааа fx) qn gua 
1 dx" fx —Їх/ 1 .dx 


WO q——0, 1, 2,....,n—1 
und bemerken, dass die Factoren, welche in beiden Reihen ("Ех be. 


gleiten, gleich sein müssen, so erhalten wir folgende Gleichung: 


647) аку FES)... d (fy d (fx y... ху) = 


li "la ч 

n ....1 1 x = xA 

qlı һ-4-1..” CI D md d^ [Hx 
Ui" | dx‘ fx -fx 


xiex 
in welcher, so wie in den vorigen, x jeden Werth annimmt. 

Wird nach dem Differentiiren und nach Beendigung aller Geschäfte, 
welche durch Zeichen angegeben sind, dem x derjenige Werth gegeben, 
der fx —omacht, so kann der vorstehenden Gleichung nicht allein eine 


einfachere Form gegeben werden 


баз) а) al... gt. Фу) = 


1 
жен, Gah 
=O ати 


11 1 
E ere 


аку е. CHE? 


dx" ixl für fx =o 
sondern diese Bedingung fx = o gestattet auch mit der Gleichung selbst 
eine wesentliche Veründerung vorzunehmen. Wir zerlegen nämlich jedes 
Product in vorstehender Summe in zwei Producte 
| аху «Ааку.... d" куз et... ку) = 

x (-) * [d (£x)! Ф)... (fy) >= |a (t). (xy) 
wo die Exponenten von fx 


1,2, 3,...,Dn-Q-1, П-4 *1,..., 0-1 
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den Gesetzen der geordneten Verbindungen оһпе Wiederholungen, so wie 


wir es in {. 143 angegeben haben, unterworfen sind. Wir setzen ferner 
|a" (iy! а куз. ы day) à 


TK nn R d, 522 ZEN 
wo der Factor H nach der Vorschrift 636 gebildet wird. 
Bei den geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen, welche oben 
angegeben sind, kann nur béi der ersten Verbindung, wo 
vi 21, (2222, y8223,.... ,»(n-q-1) == n-q-t 
der Exponent von fx verschwinden; bei jeder ihr folgenden Verbindung 
wird 
yl + 2 +....+ y(n-q-1)2»9 19 2 4... n-q-1 
Da nur im ersten Falle (fx)' und in jedem anderen (fx)? entsteht, 
wo p grósser als o ist, so bleibt für fx — 0 nur die erste Verbindung 


in der Gleichung und jede folgende Verbindung verschwindet. Es ist also 
las... d (imn am (s, Фоку) == 

|а) a*ttxy. .. tt. [a y. “аху” 

=”, е, ТЫН о M. la". "7515921 


Die Gleichung 648 geht hiedurch in folgende über: 


649) la (7 d'y. deg. derbei SZ) 


i Wa. rat 


= (-y d Ce "STE 


i | x 
1,178 qum ах" Si) 


Diesen ganz speciellen Fall findet zuerst Wronski Phil. d. 1. T. 


ix=0 


Seite 60 auf einem ganz verschiedenen Wege. 


94 * 
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IV. Uebertragen der Producte mit Versetzungen zu- 


sammengeseizterer Gróssen in andere Producte. 


á. 181. 
Setzt man in 228, 
Ut. 
B= ж ak; bn e, ^. ) 


so ist 
1 (XU (Z ау LA Ж) 
р z 1 Ps "EID 
1 (ZB Ld OKU SES 
p+e š Т түз" 
N 1 (Z 4 GK e? (Z , EUN Y.) 
р + 2с wa Së Tw 
5 1 (Ил ХЕ" Laenner, EA 
р+ пс. EN à dëi 
* t Zee) 
m p Е 195 
Wird nun in der Gleichung 551 und 552 
KZ 1 (а а” i4 ^ " к 
سے کے‎ = (Z, ANAT 
° p (n-s)c сое EH А, PS ў 
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und 
B™ ZD A 
р F 1884 


gesetzt, so entsteht die Gleichung 
650) [Quy Ze ara") Kä 
ZZ 


ИЕ И E AT we Klee хе TT 
TO aire rsen dy AI Oct «y oe.) 


durch welche die Summe der Producte aus den ersteren Elementen, unter 


welchen sc fehlt, in die Summe von Producten aus den letzteren Ele- 
menten übertragen wird. 


Ist s= n, so wird 
651) (za (X Y.) (Za) (X Y.)....(2dy- (x' "Y... (Zd) (x""Y.)] 


—X'.|(Zay XV уы ау)... (zy (x" Y.) 


und ist s — 0, so ist 

652 [029) qx"). (ay x")... (zy (x"Y, (dy KT) 

(UN EI uea PTT -— Sache 

= (-) TET (Zd)'X"**. [(zay(x» Y) (пау (XY). ..-(Zdy (X" Y.) 
Ist c — 0, so wird aus 650 


653) aert. Gert... (24). dt. „Саут, A Y.) 

= nas e (Zd)'"X РЕР і 

= Uu nn -[(Zay Y, (Zdy'Y,... . (Zd)'Y.] 
& 189. 

Aus der CH 237 und 552, wenn wir 


X.= (-) а 3 AP (Gd, En) 


WWwW.rcin.org.pl 


430 
und 
p = 1572, 3] 62 за 


setzen, erhalten wir die Gleichung 


654) (Zày(UX**..(Zdy^*. (UX). (Za (UX"*)...(Zd)(Ux*)) = 


goi 505005 
= mar (Za) (Ux?) ((Zd) (Ux**). .. . (2d) (Ux ^") 


qum 
Setzen wir aber in der Gleichung 237 und 532 
Ы А! 


so erhalten wir mit Hülfe der Gleichung 238 folgende: 
655) оа) qux» EY. (Zd) (Ux) = 4U, "E ag U : x 4 Ea x 


| (ZU (Ux ). „.: ZUR Zar (DX 5. ... (Za) qux") 


Beide Gleichungen haben den Zweck, die Producte, worin sh fehlt, 


in andere Producte, worin sh nicht fehlt, und diese in jene zu übertragen. 


Ist s= o, so wird 


656) [(Zay(Ux^).(Zd) (UX*)....(Zdy(UX")] = 


A m 
Ж. U. x | Ох) (лау UX... Za (Ux")) 


und ist s = n, so ist 


657) Мей (ОЧ (Gm... (Zdy (UX"*)) 


-— als nh hZ ах e 
== 1 V UX 4-у | . [(Zdy* (Ux) К (Z UX") T (Zdy- (Ux *-] 
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Setzen wir in der Gleichung 656 
U = U, — Ux”, — HS: — qa» 5. ‚= хок 
und 
Den in ا ا‎ 


und vervielfachen alle Gleichungen miteinander, so erhalten wir folgende: 


658) |(Zay'tUX* .(Zd) (UX '....(Zdy(UX*)) = 
= i, 1°", 0, eg p. WE (7 | qu pee 
Diese merkwürdige Wahrheit gehört in die Reihe derjenigen, welche 
wir oben zu Ende $. 179 gefunden haben; auch aus ihr lässt sich jene 


partikuläre Wahrheit, welche Wronski Seite 110 findet, herleiten, wenn 


man Z=ıundU=ı und h = 1 annimmt. 
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THEORIE 


DER 


Be уң ұлт а N 


Erste Abtheilung. 


ELIMINIREN BESTIMMTER GRÖSSEN AUS UNENDLICHEN 
REIHEN. 


1. Allgemeinste Untersuchung. 


{. 183. 


D 


Die vorhergehende Untersuchung setzt uns in den Stand, eine Theorie 
der Entwicklung der Functionen in Reihen zu geben; sie erscheint hier 
zuerst; das, was wir anderen Gelehrten schuldig sind, werden wir am 


gehórigen Orte erwühnen. 
Die Untersuchung füngt mit dem allgemeinsten Eliminationsprobleme 
an, wovon wir hier eine directe Auflösung mit unabhängiger Bildungs- 


weise der Vorzahlen geben, was beides nie geschehen. 


55 * 
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Es seien die Grössen X, , Х, X,,...., deren Anzahl un- 
bestimmt oder auch unendlich ist, durch eben so viele 


Gleichungen oder Reihen bestimmt: 


659) В == АК, + ASUX, HAT + А.Х Ж... 


| 


к” AIR, dë A X + AR + MER ТАР А 


g^ = A о. ү Ta + бе ks 580242. 
БАЗ BA NR NA ENT A ai Au Au 


Es sollen diese Grössen unmittelbar aus den übrigen 


Elementen der Reihen gebildet werden. 


"Die erste Reihe werde mit Ira. xem ow ETT ү" 


n- 


» zweite » » »— Dans, Krieg ent, A rer Ñ. 9 


» dritte » ne A i, AU] 


vervielfacht, und alle Reihen werden zusammengezählt. Die erste Schei- 


telreihe ist 


ea ЫНАЙ 34 е) 


-p" [АЛМ Mago m metr... A A 


* . 


+ mr, 


(0 U (4) tn? nen Lei 
АИ пайла = з 


шш [p'ata t, bn AU A De) TIS A7) 
und wird hierin "m statt B gesetzt, 50 ist die Scheitelreihe, welche von 


X, begleitet wird, 


== РОСА ih А р AM ) (X. 
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Diese Summe verschwindet wegen der Gleichheit zweier unteren 
Stellenzahlen, ausser in dem Falle, wenn q — n ist, und es entsteht die 
Gleichung 
3 n ol ہے‎ ( EN (n © 
[BAAS k. be, ARA MB А“ ) == БЕЛЕ -— AR AL. 2 Eo ) 4 P 
oder wenn die Folge der Elemente wieder hergestellt wird 


660) x. = C" uu 


Dieser Bruch Desteht aus Producten mit Versetzungen der Factoren, 
deren Anzahl unendlich ist; wir haben in 5. 156 gezeigt, wie solche 


Brüche in unenliche Reihen entwickelt werden können; es ist nämlich 


Ua «жүру tu) 
RENNES: 
n=l 
EB ы” A 
Cu» cu) 
WT z de EE 


(u? E 
А, e * c 9» a Фо е 9 ө е а... 
A 13 


661) ' NS P A) 


EA (n) "| 


boe ET 


tn t7 


| 
| 
ЛЕДА?" 
| 
| 
КОСА" 


| 
| 
Kä "1 Же в") 
| 


Un АВ [а+2) 
а”, eA Bi 7 


А | 
Де. 22. a) 


ы 277% e s» А... 


Ae Se 


| 
„lan. A Тк. T 
| 


7 
(1-1) (n) (n1) m+?) 

| ou. 
ІШ ағы” AS OCA NÉ Жам 
(h ın+2) 
AEN a iai 


в. у оа ЧС 


ert Ax F p^] 

n . е а 4 4 uM 

(TUER ЕЗ 
t к А... 


Die zurücklaufende Bildungsweise derjenigen Brüche, welche kein В 


enthalten, ist 572 und 573 angegeben. 


% 184. 


Wird eine andere Bezeichnung der Elemente gewählt, 
- 
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662) = AR + ALE + АРХ +...... 


B 
BAR Ww X "Ne ЫР 
B 


‚= jw. we. Aere $ 


. LJ H . Ф ۰ * . Г] . . . . . . LJ . . 
so hat man nur die oberen mit den unteren Elementen zu vertauschen, 


und es ist 


| аз 4 C2) (mei) (1*1), (0) 
663) х= == (-)^ [n A А, uo SEES S s s sn A. | 
ҚА ына дала ea quor ud 
und 
664) x= BEN жыз... Ж. у Wa ak, | 
КЕТЕ AC Ke awe, vm) 


SNE AB 
1 ۹ D ‚А В. 
— — F" — ا‎ 


| 
| а 
| май N ы” дома NELIV S QUI AC 


1 nta 


| 
) 
ае” NECS 
| 
| 
| 


| 
| 
bc), (еш OO ар 


p D H . H D D D . D . D D H 


а”. 


Diese Entwicklung ist die allgemeinste, und das Verfahren, aus den 
gegebenen Reihen die unbekannten Vorzahlen zu bilden, ist ganz direkt. 
Wie aber Reihen 659 und 662 hervorgebracht werden können, wird später 
gezeigt werden. Wir wollen vorerst noch einige specielle Fälle näher 
würdigen und zeigen, wie auch auf anderen Wegen, die freilich nicht 


ganz direkt sind, dasselbe Ziel erreicht werden kann. 
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IL Erster besonderer Fall. 


% 185. 
Es sei 
665) в” = А.Х, 
В.А. Хх, € АЗ 
B= А.Х, + А.Х, + А.Х, | 
В ASK АХ, A MIR. a AX, 


In diesen Reihen verschwindet А)”, ‚wenn p kleiner als q ist; diese 


Eigenschaft macht, dass auch 


\ 
NN .. de em tee? (me Sg š 
t 5 n pat 4%», .. Au 0 
n+m=x= 4 (11 (X71) , (X1) "RUNS С», N 1) oO 
z(-) ja: ( |. 
матта И +... А, A s - A Se eg А. = 


denn x ist immer kleiner als n+m. Von der ganzen Reihe in 661 bleibt 


also nur das erste Glied übrig, und es ist 


„7 KZ [as 4.2.2... ART 


Dieselbe Gleichung ergibt sich, wenn die vorgegebenen Gleichungen 


in 665 nach ihrer Folge mit 


or Ti E e | 
ey "an, Al 
vervielfacht werden. 
In diesem Bruche verschwinden noch viele Producte, und von den- 
jenigen, welche übrig bleiben, enthalten viele noch überflüssige Fac- 
toren. Es ist nämlich der Nenner dieses Bruches 


(n) 


UN mE Ap = dëi A deii, "a Ko А" 
Der Zähler des obigen Bruches ist 


(Uess (Х-1), (же), > А A? p" 


| CI n= m) n-x 
la: RETETE: O B |= >(—) [А А 1. aa 
und jedes dieser Producte kann in zwei Factoren T ied 


Un) 


EE Wein Op». ° + + ° ММ ө | = EC ГА LP жақ Säi, [A 2^ “a 


ы NEC ъ Ой v. s 


wo die unteren Stellenzahlen den Gesetzen der geordneten Verbindungen ohne 
Wiederholungen unterworfen sind. Da aber durch das Uebertragen eines 
Elements die obere Zahl von A kleiner wird, als diejenige, welche A unten 
begleitet, wodurch dieser einzelne Factor A". also auch das Product, 
worin es vorkommt, verschwindet, so bleibt von der ganzen Summe der 


Producte, welche unter dem letzten z begriffen sind, nur das erste Product, 


nämlich 


lA (tie UC, ° . A | = [А Wiem. ‚дес. CT "m 


сс ee w < . Ад, 
Es ist aber nach der Weg Gleichung 


(х-1) 


Ме: жиг А ҖИ ea A re ht 
folglich der Zähler des Bruches 666 


441 
RE... ET 


mithin der Bruch selbst 


Bd. ЛХ Ы | 


------------------------ 
x) (X1) GE 2) „(m 
A, Ar, c 
А, х+І x42 n 


= 
== 


бөз) х= B7 рез ке) вен, еседен |. Bla aan) 


GË ee ыз 00-2) ` DE (4-32 МЕЗ een zum) 
A. S UP A A EA. As „р AA CAS 


AN palar a. oe SÉ qM 


Рр......(- д 1 Тігіп 
( ) Е E e 


Hiedurch ist viel Ueberflüssiges aus der Gleichung 666 gebracht; 
wir kónnen noch weiter gehen, um sie noch mehr davou zu befreien; die 


Gleichung 


1 


669) [Am d А”) те [Ат m d EN құла ie d Al, - (eg e. "wo "А. 3 ғ 
welche aus 
| у ne 
x (-)* Am. x porq cal E^ ... DN Е al y 
entspringt, leistet hier grosse Dienste. Wird nämlich 


lau...) an, _ 


Ne geom Үш, 41) 


und 


ar AM EA 


(n-m-i) HE 2) 
Айе, 44“. «ажееаеввее»е јар 


= U(n,m y 


gesetzt, so wird 


56 
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/ 
670) X. = e . | (үт, 0) = U(n P 0)) » Be 


= (v(n , 1) = Un, 1)) ‚pe 
+ (v(n ,2) - U(n 3 2) „Be? 


(=)" "(y(n ,n-1) — Un, u-1)) ЕШ 


Ohngeachtet dieser Reduction bleibt noch mehreres Ueberflüssige in dieser 
Gleichung; wollen wir sie kievon ganz befreien, so müssen wir diesen 
Weg verlassen und einen andern einschlagen. 

Die Gleichungen 665 enthalten nämlich eine zurücklaufende Bildungs- 


weise, welche wir früher $. 135 gewürdigt haben; setzen wir 


ki = В" (n) AP — (сп) A. а» 
671) a =, =, ERR Aa же 


so wird 


575. саб Nee m .X,, + X, 


9 
Aus dieser Gleichung ergibt sich folgende unabhängige Bildungsweise 


der Grössen X, X. ,....... 


69) Ss EI 
X= - 87 + I 
Les + BR - 97.87.57 
+ 678r 
х= 50 + NE - C « EEE 
+ 67.87 - 87.67.87 
+ BEN - 87.87.97 


und all gemein 
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674) ECKE 10,46, 2,..., et n): 
+ 5(0, (1, 2,..., шеу n)' 


20155950075 3.7, в), n)! 


Loo $$ СИР т cs o MES 


CR ps ае, n) 


Dieses Bildungsgesetz ist von dem vorigen 670 ganz verschieden, und 


enthält Кеш überflüssiges Element. 
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ПІ, Zweiter besonderer Fall. 


{. 186. 


Der zweite besondere Fall ist folgender: 


бш) ИЕ А EE АЕҚ + WP TEREREE 


B? = A; X, + A; X, + A, X, + AS X, ee 
Biz ATK, + ASK, + AUX. e eine 
Ba АХ, zb Ay X, SS e 54 


D D D H . H D . . . D D D D D D D D ` . . $ 


Dieser Fall kann entweder als in dem allgemeinsten in $. 183 enthalten 
betrachtet, oder er kann als für sich bestehend behandelt werden. Der 


erste Weg führt zu folgenden Resultaten: es ist 


BE... EP 


und 


LN A и йб... ern“ 


denn jeder Factor AT" verschwindet, wenn p grösser ist als q, also auch 


jedes Product, worin ein solcher Factor vorkommt. Ferner ist 

CY (n-1) (т) ғ. =a Cu) AS (n) (utm) 
[А: А, А, À Am |= х(— —)* ІШ а БАЛЫ |. Bui us ^ / 
wo die oberen Elemeute 1, 2,...,n+m in zwei Abtheilungen gebracht 
worden, so dass die erstere alle geordnete Verbindungen ohne Wieder- 


holungen zu n—1 Elementen, und die andere zu m+1 Elementen enthält; 


hiedurch wird in der ersteren Abtheilung ein oberes Element grösser als 
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das ihm entsprechende untere Element, mithin dieser Factor, also das ganze 
Product = о. Von allen geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen 


bleibt daher nur die erste Verbindung, und es ist 


ho... as. are lan... ae) nen 


Lis! sei пФиФі nemes 


welche nach dem Obigen EAA A AU Da Wes dr AE | 


n-1i neme 


Es ist also das allgemeine Glied von der Reihe in 664 


lura... ATA ЖК E ЕТ 


utt u+0m + nm ——— 
C1) (uem) (12 (u+m+1) 
[An oss m. EE EE ET 


GERS il (n) ы (ағаш) | 
9. d ТА А 


пол о ЧО nacio. 0/0 Өтеш / 
AC іт; D Am t 
* э « ө э ө эз э o ө ө ә ө ө 


n °. n+l nemt 


mithin die Reihe, welche den Werth von X, angibt, 


В” Bet" Is) (EMA [Ад Am) pus la Auen) 


676) X = = net + n- "+2 ntt UER] nei 
D (u) ILE url) (n) (4.1) (8-29 qued) mez?) (7.3) 
Ас A. Au А; M А * “Жэ, a a A A A 


eu аты ZE, db Cu D nec D На. Ж "$e Ou ES 


Diese Reihe enthált noch viel Ueberflüssiges; bemerken wir, dass 


l 
(n) (пелі) = / «М (ІШ (orm. n+x- +х+ . +m) | › 
Da... Aem )esat-ylam oo ses sa. sam aem 


n+, n+m+1 or Ча ° „ EE "mne a nea 


und dass AT" verschwindet, wenn x grösser ist als 1, so erhalten wir 


eine Gleichung 


677) E .. . AD [|А 


..... ТҮГҮ, 


RN n+m) P de A Lä Amen, s Aeon | „До 


nez LII II] nemeit ... 


welche grosse Dienste leistet, wenn die obige Reihe von dem Ueberflüssigen 


befreiet werden soll. Setzen wir desshall) 


ТЕГЕН 


VEH nime; ) 


kX 3-7 Y Amero Т nar == — X Mar 


LII temer 


678) 


und 


Ї 
| un A Gu M C ud AA Best | 
=... EE 


na? n+3 nime; 


A u*-2? K 
een 


679) 


— K(n),, 1 
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so ist das allgemeine Glied obiger Reihe 


= азар (Н)„., - Ків)...) 


D 


und folglich die Reihe selbst 


680) un 


n m Wo 
ru 


| в” (Н(а),- K(n),) 
- B'"*"(H(n), = K(n),) 
B^*"(H(u), - K(n),) 
UT ee a 3 


welche noch nicht ganz von dem Ueberflüssigen befreiet ist, zu dessen 


+ 


Fortschaffung ähnliche Gleichungen wie 677 gebildet werden können, 


Soll der Werth von X, ganz befreit von dem Ueberflüssigen dargestellt 
werden, so müssen wir zu denjenigen Verbindungen übergehen, in welchen 
die obern und die untern Stellenzahlen den Gesetzen der geordneten Ver- 


bindungen ohne Wiederholungen unterworfen sind; es ist nämlich, wenn 
wir | 


681) „Ме e D 
A. 


setzen, nach 676 
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A4; 


tn) (81) (042) (n) (nti) 

c € EC D "cL LO 
22 n no Adm Эһ, uta) | ya) 

n ni») ALS. = Ds. 


(п%3) (n) (n1) (042) t 4) in) 
B + D... Б P... b Юз + В il T Die. 4 


nti ° Y7n43 


n) (n2) 
x De 9 "s D 

(n) 
+ D, - D... 
(2) Й poe 


"+I п+ 4 


р 

+ р.р» 
р 
р 


(ni: qe 
n+3 ° ...4 


(2) Dos 
n+3 * u.a 


D 

"ee E D? nta) a. Е. D. " ji sen D n+2) 
D 
D 


+ 


m m 
..2 п+4 


£. ST. 


(n+1) tn+2) (+3) 
nt2 Das D.A “++... 


Der obige Fall lässt sich auch unabhängig von dem allgemeinsten in 


$. 183 auf folgende Weise behandeln. Die Gleichungen 


Di (n) (а (n) (n) 

B = A, X, + г RO РЙ + Аа: Мы, + Fw. T. жен +,.... 
(oet; (n+I) QU E )4 (n+) 

B = A... Sek A. X... + Kerg Ы ' АЙ ZA 
(2) . ( 

B = A Aus + ALEX, + € uL e 


Q3) (n+3) 
B —— = Mass mou кА Ж 


werden nach ihrer Folge mit 1, Q", О", Q/”,...... vervielfacht, 


diese so bestimmt, dass 


683) ANTO eu A "= 0 


net pri 


A q A Оо + A (а же = 0 


n+2 n+? n+? 


AU + A 0۳ + д". QN Bu дүз о” = 0 


nti n+3 vi n+3 n+3 


und 


А“? + Aen E A A“ A Am”, о” іы AN Q2 = 0 


A n+4 "+4 3 + 4 ` 
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Hiedurch entsteht die Reihe 


684) X m 1 p" т pa. о” + pu () n) + pre Qi B. ۰| 


n ТҰЗ 1 v2 
“ 


Aus den Gleichungen 683 ergeben sich auf Ше Weise, welche in.$. 137 
gelehrt ist, die Werthe von OF, OF, ӨУ,...., welche mit denjenigen 


Grössen, die wir oben gefunden haben, übereinstimmen. 
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ТҮ, Zurückführen des allgemeinsten auf den be- 


sondern Fall. 


{. 188. 


Die allgemeinste Aufgabe in б. 183 lässt sich auf die besondere in 
{. 186 zurückführen; werden nämlich die n ersten Reihen in 659 nach ihrer 
Folge mit 

e la. ..4........ Az] 

cy? [nn ames Az 


Graas АШ) 


ж-. 


vervielfacht, und alle zusammengezählt, so ist die erste Scheitelreihe 

la... an). Bo - А.А), B+... |е... AL Boss 
= Mi... Bog 

und diejenige Scheitelreihe, welche mit X, vervielfacht ist, wird 

li andre dass Ares] Aura C d. „ДАҢ = 
hu Med 

So lange q kleiner als n ist, verschwindet diese Summe, und es wird 
37 
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5522) [А...... АВ") = (A... АСМ) жа 
ДАРТ. ЕЙ, Ж 


nfi 


WA n- n) 
ch oem ASIN x. 
> а... CCE 


(а) (n91) Д (n) 
+ [Ач SA, TAN | ei) Xs 
+ 


Wird nun n= 1, 2, 33... ‚gesetzt, so entstehen folgende Reihen: 
вв6)| B^] hA x. an) рй |. x. | cl .х...... 
[| ape) = jaran) х АА) x + [| А Am). X, +... 
[AA Be] = мел mA). x, [АА А}. Х,+..... 


oder wenn 
687) [Ac a A NT КШ), ма y Е 
la: a a» En ЖЛ, Av] 

und 
ins Darm. o A e 
(ЛЫ scum 1%) e? 


gesetzt wird, so ist 


689) we WR, TUT Ú. X CR Ilem 


yI = XR WERE ER, 4.2... 
Ў == X, ы Uj.X, t... 
ү 


CA) سے‎ 
= РРО 


folglich erhalten wir, wenn diese Reihen mit 1, L{”, LP, L;', L7; Fee san 


vervielfacht werden, die Reihe 
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690) = дуз ۳ Et: үр A Li yet ss OS Ze ele TE M. 


deren Vorzahlen folgendes Gesetz befolgen: 


691) I wh. = 


ni 


U, үй; NK. dU) n di LS 0 


b+. 
GE E 


D . D D D D D D D D D D D a D D . H ` 


Ue ds E, DEST a Lens ia AR du Lg UL Ane H Ша 0 


n+p L n+p n+p 


Wir erhalten durch dieses Verfahren dieselbe Reihe mit denselben Ge- 


setzen, zu welchen uns früher die erste Hauptidec, die der Theorie der 


Reihen zu Grunde liegt, führte. 


ОП” 
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Zweite Abtheilung. 


Bildung der Hülfsgleichungen vermittelst der Un- 


terschiede und der Differentiale. 


{. 189. 


Di. Gleichungen 659, 662, 665, 675, von denen die Entwickelung einer 


Function in Reihen ganz abhängt, kënnen auf verschiedene Weise hervor- 


gebracht werden, und zwar 
I. durch ‚Einführen verschiedener bestimmter Werthe einer veründer- 
lichen Grundgrösse, oder durch Einführen verschiedener bestimmter 
Functionen für eine willkürliche Function; 

П. dadurch, dass alle Glieder der zu bildenden Reihe einem bestimm- 
ten Algorithmus entweder der Unterschiede oder der Differentiale 
oder irgend einem andern Algorithmus unterworfen werden ; 

IH. oder durch Hülfe eines Algorithmus und durch Einführen eines һе- 
stimmten Werthes für die Grundgrösse. 

Das Einführen bestimmter Werthe oder bestimmter Functionen soll der 
besonderen Untersuchung überlassen bleiben; nur über die Bildung der 
Hülfsgleichungen vermittelst der Unterschiede, oder vermittelst des Ditfe- 


rentiirens soll hier das Allgemeine voraus gegeben werden. 


453 
$. 190. 
Es sei 
692) F(x + h) = А.Ффх + А,.фх + А,.Фх + А,.фх+.... 


wo Ф,х, Q,x, Ф,х,...... verschiedene Functionen von x sind, 
aber die Vorzahlen A,, А, А,,...... kein x enthalten; erstere 


sind gegeben, die Bildungsweise der letzteren wird gesucht. 


Es werden vermittelst der Unterschiede oder auch der Differentiale 
Reihen gebildet, 


693) A F(x + h) = А.л”°ф„х + A, AOX + А,.А”Ф,х a 
A"F(x +h) = A,.A"Q,x + А A" Q,x + A.A 'Q,x + ` 
AUF(x + h)z AV. ar o X + А ا‎ OR в... 
A E X + h)= ACM OK + А.А” х % А,.470х Aen Ve 


und aus diesen Reihen nach der allgemeinen Theorie, welche wir oben 


gegeben haben, die Vorzahlen A,, А,, А,,...... gesucht; es ist nach 

dieser 

604), жы = luan Age Anere, x) larp, x.... "= ‚_х.'”"Е(х+һ)) 
n m CIL у... саек | 


L (еф,ха xni, xa, x] |o x LS? Ах. АУ? F(x+h)) 


WEEN ..4......... 8%%,х) [CES ses t tA un KR? Ф.х) 


EA ER АА NES) 


| i 
ln'*o xa" Б... "ee, x) 


+ 


[2 x.4” 0 х At Ra F(x+h)) 


TEE DM LU ооо, р KO TE 


` D D D D . a . 
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Nach Vollendung der Geschäfte, welche diese Zeichen angeben, wird 
statt x nach Willkühr irgend eine bestündige Grösse gesetzt. 

Welche Werthe für yo, vt, »2,.... angenommen werden müssen, ist 
der Wahl des Rechners überlassen, die durch die Natur der Func- 
tionen geleitet wird. 

Für diejenigen Brüche, welche kein F(x +h) enthalten, sind in $. 156 
die zurücklaufenden und die unabhüngigen Bildungsweisen angegeben. 

Hier ist das Verfahren ganz im allgemeinen vorgelegt. Die Natur 
der gegebenen Functionen gestattet oft, aus der gegebenen Reihe 692 
durch Unterschiede oder durch Differentiale solche Gleichungen wie in 
$. 185 oder solche Reihen wie іп A. 186 zu bilden, und die dort ange- 
stellten Untersuchungen auf diese Reihen zu übertragen. 

Wenn das erste Glied Q,x kein x enthält, oder wenn sogar Ф, x = 0 
ist, so wird dieser Factor ^"'Q,x unterdrückt, und die Reihe für A, in 


694 leidet weiter keine Aenderung. 


À 191. 


In dem Falle, wenn 
y0 =a gk mm а 4+ 13-540 Eee 33 we mh 


kann auch folgendes Verfahren gewählt werden. Es wird jedem Gliede 


In der vorgegebenen Reihe A" vorgesetzt, die Reihe durch А"Ф,х gemessen 


“Ех + h) A "tg EX: ^e | A Q.x » A Qux 


, —— ео э э e 


^'ф„х A'Q,X B Zr А 
und für diese neue Reihe folgende Bezeichnung gewählt: 


EAGT ы) == А. AA es + Аф x + A O X тт... e e 


3 


Von dieser Reihe wird der erste Unterschied in Hinsicht x genommen, 


und die Reihe durch Аф!°х gemessen 
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(e g Da А, + А, Р A @ x 4 А, , лФ”х А à Ox 

px AQ x AQ x 
oder 

E (X + DSN ke AD x BA Run... 


Wird wieder von dieser Reihe der Unterschied in Hinsicht x ge- 
nommen, und die Reihe durch A ax gemessen 


A EF (х m h) AQUX A QUx AQUx 
ТЕ — А, + А, o E mx А, с L D» A, : = 
АФ, х Аф, x Аф, X Аф, X 


2 


+ ees s e e 


oder 


23} 


F(x ed) = A, + AS 4 Ax + APS He. 
und mit diesem Geschäfte so fortgefahren, so entstehen folgende Reihen: 


(0) 


695) Ex + h)= A, + A,.QU'x + А, .Фох + A. PK +...... 


F(x + һ) = А, кА оО A Lp SN о... 
Paths A, SAL JOE хы. CN 
F’x+h)= A. t miren m 


wo 
696) EUG eh k D + A und @ کد‎ > Ф.х 
А Фх А Ф.х 

Ше d күш А + Һ) ix а= A 9. = 

А" Q x Ар” х 

F "(x A h= VF Xe 2 h) фес AO x 

A ©, х As 


Mit Hülfe der Wahrheiten, welche wir in einer früheren Untersuchung 
über Unterschiede $. 169 gefunden haben, können wir vorstehende Func- 
tionen PF, F'", TET ЖҮГІ ПП 2” ‚Фф, Ф осоо auf Producte aus Fac- 


toren mit Versetzungen zurückführen. Es ist nämlich 
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Fo x + h) = [e Ee + 0). F(x + h) und x = I ex 
Loos | [4 Ф,х) 


ferner ist nach 607 
(= F(x + eil 
| 4° × [e Фф. E(x + һ) 
ТЕТЕ lues, л" Qux Jn 
EN 


Ех +) = pen 


also auch, wenn Q,x statt F(x + h) gesetzt wird 
E ° agx] 
lgx. aox) 


Gre 


Ferner ist 
(ете + ы) O, x. a F(x + eerie ah) 
|а" Фах. A,X | "E Las, "Qux , AT "PCS + һ)) 
(e Ф.х. ET Las, sësags — 0] 
Tas . 4"*'@ x] 


FU(x + h)= 


und, wenn Ф,х statt F(x + h) gesetzt wird 

ER AT. ao, x) 
l T 

|4 Qux 4 AT D x ç A 'Q,x | 


Allgemein finden wir auf diesem Wege, dass 


re 


697) F™(x+h)= Pro a,x. armos Ca "Ex + Kl 
“ф.х AHO X. АФЖ. M ee | 
und 
“ге” [noa x. aO x. ARGO net H N Q x "a x) 
GE rn] 
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Nachdem wir die Grössen Е”, Е, F™,... Ф”,Фф”,07%,.... 
welche durch abwechselndes Abzählen und Messen entstanden sind, auf 
Producte aus Factoren mit Versetzungen zurückgebracht haben, gehen 
wir zur Bestimmung der Vorzahlen A,, A,, A,,..., über. Wir verviel- 
fachen desshalb die Reihen 


F" (x FDA AMA O SEA OR X Au O ®+.... 


n+2 %+3 М 
putos + h) = A a qe x T A e Ce qs m 
pem 3 h) = AK > А з T (x М.Т”; 
Қана + h) = d Lo PS ei 


nach ihrer Folge mit 1, LP, Li, L° ,.... und setzen 
698 фух + L= o 
Qu. + Qu. Иш + piso 
Фа + QUU L e Qux LO e Liese 
(Dax O LT + QUÀ xL + AL + L= о 


dadurch entsteht die Reihe 


699) Ас F^(x un h) + m". qp n h) + p Bx + h) Of, e 


deren Vorzahlen durch die Gleichungen 698 bestimmt, und nach folgen- 
dem Gesetze gebildet werden: 
700 L=- e 
Liss = EL Quen 
Lp а)! n n са) (n n 
L; =- Pass + ом, s $l.- Ф... е фы, den. 
* Фа date? 
ae г. сп n n т. n n (n1) (n42) ne 
L; == = Ф, + фи, V Qe - d. à £x. m m 0. On ? Qua 9 Ф, 
n na n (n£1) „(пв+3) 
zi De "On. — Ф... - Qu 9 Pasa 
* Ф, ФОР A E 
58 
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und allgemein 
zen Е н 5 1 
701) e Le Gin, G + Ыы ee ا دک‎ n + m) 
' 1 1-9 
+ @ф( п, (n + Жі, m + m- 1)” ,n + m) 


ET E e m) 
KÉEN KA KN MIL 


(у 


\ ' / А 
(p(n, (n + 1; а 


72)... DAT ,n 4 m) 


Nach Beendiguny aller dieser angezeigten Geschäfte wird dem x nach 
Willkühr irgend ein bestándiger Werth gegeben.  Dieselben Resultate 
würden wir erhalten haben, wenn wir das Verfahren, welches in $. 188 


gelehrt ist, auf die vorgegebene Reihe angewandt hätten, 
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Dritte Abtheilung. 


Entwickelung der Functionen in Reihen. 


719% 


Nach diesen allgemeinen Untersuchungen gehen wir zur Entwickelung der 
Functionen іп Reihen selbst über. Damit aber diese Untersuchung sich 
in gehöriger Haltung bewege, und nicht im Zufälligen herumschweife, 
führen wir die Reihen in folgender Ordnung vor: 
I. Reihen, in welchen kein Werth von x mehr als ein Glied der 
Reihe zernichtet. | 
П. Reihen, in welchen das Einführen einer bestimmten Function von 
x das nte und jedes folgende Glied der Reihe zernichtet. 
HI. Reihen, in welchen das Einführen eines bestimmten Werthes von 
x х= a, das nte und jedes folgende Glied zernichtet. 
IV. Reihen, in welchen x — a, alle früheren und späteren Glieder 
zernichtet, nur nicht das nte Glied. 


V. Reihen, in welchen x = a alle Glieder zernichtet, 


ЖЕ Жс 
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I. Reihen, in welchen kein Werth von x mehr 


als ein Glied zernichtet. 


% 193. 
Die Reihe, welche diese Eigenschaft hat, sei 
702) F(x + h)= A, + A,.(Qx + 1) 
+ А,.(фх + 2,)(фх + 2,) 
+ A, (Qx + 3,)(@x + 3,) (0X + 3,) 
= А, + A үх + А.х AN kees e e 
in welcher die Vorzahlen A,, А, A,,...... kein veründer- 


liches x enthalten, aber durch unveründerliche Werthe von 


x gebildet werden können. 


Erste Method e. 


(3 


Durch das Einführen verschiedener Werthe a", а”, а”,.... уоп x 


entstehen eben so viele verschiedene Reihen 
703. Pi Eq m ab Бастаған Ала 4... 
Bar e d m A HAN a + Азра A A, a +... 


BEER E АА ғасы Ek MER A . 
0. А 9009 


Aus diesen Reihen können die Vorzahlen A, А, А,,..». so wie es 


in den $$. 183 und 184 gezeigt ist, hergeleitet werden. 
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Zweite Methode | 


Dadurch, dass die vorgegebene Reihe in Hinsicht x mehrmalen diffe- 


rentiirt wird, entstehen Reihen 


704) д Е(х + р) == A, A,.dQ' x + A,.d' x +. ST. 
d' F(x + h) = А dosp, wA, ad p ox lr uc. TET. 
dFx+h)= DECU xb AMD xu. Е. 


aus welchen nach $. 183 und 184 die Vorzahlen A,, А,, А,,.... gefunden 
werden können. Nach Beendigung aller dieser Geschäfte wird statt x 


irgend ein bekannter Werth eingeführt. 


Dritte Methode. 
Zuerst wird ein willkührlicher Werth von x in Qx eingeführt, diese 


beständige Function Qa zu- und abgezählt, oder 
фх-фа + Qa + n, statt фх + n, 

und dann ferner zur Vereinfachung der Zeichen 

ef а ul == 

705) Çx- Qa = Фх und Qa +n =m, 

gesetzt. Die Reihe, welche hierdurch entsteht 


706) F(x + h) =A, +A, (Px + r) 
+ A, (Qx + 2°,)(P’x + 2',) 
+ А,.(Фх + 3 )(Q'x + з.) (фх + 3',) 
+ 


wird mehrmalen differentiirt, nach jedem Differentiiren wird die Reihe 


durch 40 х oder 4фх gemessen, und auch x = a gesetzt. Da nun 


nach 444 


(ы) ыз | = MC, vos УТД 


oder, wenn einfachere Zeichen 
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N MÉI QUU m (@a+n,,@a+n, Qam) S Bit 


"T 


so entstehen durch die angegebenen Geschäfte folgende Reihen: 


gewühlt werden, 


DC Gd Каз == А, + А, : В" + AB CAB... 
= £ ) tun N 2» 

Тт” dga F(a + h= А, PPA WD АОММ АЫ МАД 
1 ға ki Cu) 

тт (aa) Fa+h)= А, LIR n .... 
1 d ,! 

um" Led F(a + h) = A, TX ЕИ", 


welche nach ġġ. 186 und 187 zu der Bildungsweise der Vorzahlen A, , A , 


... führen, nämlich 


a ы” 1 gd ^ 
+ Li 3 Jm у ios) F(a * h) 
4 1 š d ne 
+ Li ийт (а F(a + h) 
+ 
Die Жасютен Lr, L^", шегі... ‚ welche in dieser Bildungsweise 


vorkommen, werden bestimmt durch die Gleichungen 
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709) Bas. pm o 
Вла БЫЛ HIL ==. 
Б, + Ва + Bü. LU + Т,” = o 


oder auch durch die Gleichungen 


710) La Ви = 0 
Lh. sp LY? mpu, o 
LP ВШ + BL" Bu 0 
Lr +В eg Bi В E 


welche nach $. 135 immer mit ihnen verbunden sind, und aus wel- 
chen die unabhängige Bildungsweise der Factoren L'", 1/9 auf 


2 +" ° 


die Art, wie es in $. 137 geschehen, hergeleitet werden kann. 


Die Grössen B, В”, ... werden nach der Vorschrift 707 aus den 
gegebenen Elementen n,, n,,..., n, und aus der vorgegebenen Function 
фх, deren Grundelement x = a nachWillkühr angenommen werden kann, 
gebildet. Die Gleichungen 709 und 710 geben die zurücklaufende Bil- 
dungsweise der Grössen L, /”,..... Nach Beendigung dieser Vorar- 
beiten tritt das Hauptgeschäft 705 ein, wodurch die vorgelegte Aufgabe 


in der grössten Allgemeinheit gelöst ist. 


б. 194. 


In dem einfachen Falle, wo Qx — x, den auch Wronski Seite 517 
aber auf eine von der unserigen ganz verschiedene Weise behandelt hat, 
geben für die Reihe 


464 
711) Fx+h)=A + A,.(x + 1,) 
+ A (X * 2,)(х + 2,) 


+ А,.(х + 3,)(x + з,)(х EN 


+ 


folgende Gleichungen die Bildungsweise an: 


__ d'F(a + h) +L”, d'""F(a + h) pL” 4“*Е(а + h) 


712) А. = PIE ЕГІП ПЕР Талайы cue quae tis 
und 
713) (айз n, сак, 10, аж n,) Se BP 


714) LL & m". B? 28 Lei BL + Eed, al Lj Bi. Au Bye 0 


оң? 


715) La E. IK n; Lev Bi — 5 + IC wa i! ‚BI, + +В = سے‎ o 


"Ж „tr жәр 
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ІІ. Reihen, in welchen das Einführen einer be-- 
stimmten Function von x das nte und jedes fol- 


gende aber kein früheres Glied zernichtert. 


% 195. 


Es sei F(y:fx) іп eine Reihe nach den Unterschieden 
der Function x zu entwickeln, oder es seien die Vorzahlen 
А, Ap A...... im der Reihe 


716) F(y.fx)= A Aa fx + A,. A'fx + A. fx + A... fx +... 
zu bestimmen. 


Diejenige Function, welche hier gewählt werden kann, damit sie 
statt fx eingeführt, ein bestimmtes und jedes hierauf folgende Glied zer- 


nichtet, ist 


Íx ھے‎ x 


Deun für Ax =h ist 
N کے‎ er Ta 


S ШЕЕ 
also nt ded Re 


Я d Ë Т! го : m 
Werden nun die Functionen qu х, x n fais eingeführt, 


so entstehen zur zurücklaufenden Bildungsweise der Vorzahlen folgende 


Gleichungen: 


59 
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7), x uA. 
BOS Ах AL qb! 
F(y.x'*)— A,x^" 4 A 2 hx FEA 
Fy. x) = Ax" А s!" h'(x + 1h)" + A, з h? (x+h) A, sik 
Е(у ох) Ах" 4A п алауын deos TA n" id (xe nho 


Aus dieser zurücklaufenden lässt sich die unabhängige Bildungsweise 


herleiten, wenn vorstehende Gleichungen nach ihrer Folge mit 


41-4 


91-4 
n uth sen 0 “-. 
Cy x“ ШЕ тұз es, 


FAN: me 21 n-zlh 0 wë 1 oth 
(-) rus) zs.. (-) row 24M 7 


vervielfacht und alle zusammengezühlt werden; wir erhalten hiedurch 
die Vorschrift zur Bildung der Vorzahlen von der vorgegebenen Reihe 

2 
nämlich 


(X + ub? V We. x ) 


olf n" 


1 .1 


718) A= h”, 


+ Qi ob) Ft at 


ДЕ ~ лн 


(х E (n » Eh | Fy EE 


+ 1 А 1-2" 
- . . E . “ . . " - ' 
poll KS olh 
(px Ey. x") 
UU ' 12! 


Die Reihe selbst ist 
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719) E(y.fx) = Еу. ie 


, (€ т hs. F(y. хі) хин, Е(у. x" A' fx 
, (Gr, Е(у. SC 2 (x+h)'".F(y. zn хх, лак 


1°, "En "n 4 1. 1° TIS 


+ . D D . . . D D ۰ е . . U 


wo Ax = h 


% 196. 


Die Bilduugsweise der Vorzahlen lässt sich durch einen besonderen 


Algorithmus darstellen. Es habe у die Bedeutung, dass 


720) y" Fn y'Fn-y"(Qn.F(n- 1)) 
also 
721) y Fn= Fn- @n,F(n-ı) 


y Ғасшш y Fn— y (on .Е(а-:)) 
y Fn= yTn-y'(Qn.F(n-1)) 


und 
722) y'FnzcFn- qn.F(n-1) 
y Fn =Fn-2.9n.F(n-1) + Qn.Q(n-1).F(n-2) 


y Fn = Fn-5.2n.E(n-1) + 3.Qn.Q(n-1).F(n-2)- gn.Q(n-1).9(n-2).F(n-3) 


Nehmen wir nun für den gegenwärtigen Fall 


Еп = КТ” wid ọn = x-h + nh 
an,so erhalten wir die Gleichungen 


9%: 
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723) y'F(y.x"") =F(y.x"")-(x-h+uh).F(y.x”") 
0ر‎ = F(y.x"")-2.(x-h+nh)' CES "PG o henh)!* (уа) 


y F(y.x *)—F(y.x" )-3(x-henh) (ух 
3.(x-2h+nh)?",F(y.x )_(x-3h+nh)"",F(y.x"") 


und aus diesem für n = 0, 1, 2,..... dieselben Producte wie in 719 
und dadurch folgende merkwürdige Bildungsweise der Vorzahlen : 


724) жа AUT 
4° 1 ы h’ 


ште Д, 
1 1! bi 


^q ы y’F(y k хуу; 


21% , h: 
А = y'F(y x. 
Р КЫР h? 
Die Reihe aber selbst ist 
о oH nlh 
725) з ух) = ا‎ 
17.1 


2 fx. y'F(y. ху d 


ar 


A' fx. Eye Zei 
رر‎ en 
таты 


„By Fact), 
ka с 


+ + e e 
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{. 197. 


In dieser Allgemeinheit und mit diesem Beweise erscheint sowohl 


diese Reihe als der Algorithmus hier zuerst. 


In dem ganz speciellen Falle aber, wenn h= 0 angenommen wird, 
kommen wir zu einer viel einfacheren Reihe und zu einem minder all- 
gemeinen Algorithmus, den schon Brisson (in seiner Abhand- 
lung über Integration der Gleichungen mit partiellen Dif- 
ferentialen in dem Journal de l'ecole polytechnique 14 Hefte. Band 
VII vom Jahr 1808 Seite 191) auf eine sehr unklare Weise zuerst 


bekannt gemacht hat. Der Algorithmus ist in unserer Bezeichnung fol- 


gender: 

726) y Еп = Fn-x. F(n-) 
y Fn = y Fn - x.y F(n-1) 
y Fn = y Fn - x.y? F(n-1) 
y "Fnczcsy'"Fn-x.y'F(n-1) 

oder 


727) y E(y.X) == E x» N 


I 


y Ey. x") = yF(y. x°) 
= Кух) 


х. yE(y. x7) 
Boy.) 4. x* ЕС И) 


1 


y F(y.x') =уЕ(у.х') — x. y Ey. х?) 
=  F(y.x")-ix'F(y.x" ')vs.x* (ух. (ух) 


wo also Фа = х eine beständige Grösse ist. 
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Die Reihe selbst ist 


а” fx 
728) Е(ү ІХ) = Еу. re, 
: ж. ^.^ 
+ (80. х7 = LUV ы 


A (Fo. -2.x'.F(y.x') + x .F(y.x°)) . Er 


тг dx! 
š (у.х) = зох" уб) e sex (у.х) = х (у.х). 


+ A TU 
oder mit dem bezeichneten Algorithmus 
d? fx 

19 dx? 

d' fx 

d’ fx 

1 dx? 

d! fx 


1 dx 


729) Fry. fx) = ру (у... 
+ y Е(у.х'). 
+ у Fx»). 


+ y'Fiy.x’). 


+ D H D . . . 
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HI. Reihen, in welchen das Einführen eines bestimmten Werthes 
von x — а, das nie und jedes folgende aber kein früheres 


Glied zernichtet. 


A. Im Allgemeinen. 


% 198. 
Es sei 


730) F(x +h) = A,. SEA "x eA, SxS. 


und die Functionen J x, J ?х,.... so beschaffen, dass 


mA une, m En e We? Сз ساك‎ PS 
731) a == о арн UF STEE 
(2) NE (3) Sg (4) E^ m 
a= Bea SE... м=о 
(3) ж-е (4) M: (5) — EH 
а == E mem. = 
. ` ` D D D D D D D D D D D D D 
xa Чаа = e E web шш 0 


Diese Bedingungen erzeugen folgende Gleichungen : 
782) Е (а, + h) = А.а, 
Fa, + h) = А.а, + A,. "a, 
F(a, + h) = A, Va, + A Ауға, + A, . Wa, 


welche die Vorzahlen obiger Reihe bestimmen 
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Wird zur Vereinfachung der Rechnung 


a B) - V er, Ela, + h) 
а 
de _ en ai 


а,. 


733) F(a 


neat 


1 


und für q = 1, 2, 3, . . . gesetzt 


op 
Хута 
nr =н в“ 
ШИ = a 
n+I 


so nehmen vorstehende Gleichungen eine einfachere Gestalt an: 
734) в” =o 
Bp; А, 
pe = A CR TN 
B, = А,.Ву’ + AB. "А; 
D' — A, BT AT BA ER ak 
eeh, Bil +A, BP + AQ B? t A Bg; ЖА, 


N 


aus welchen sich die unabhängige Bildungsweise der Vorzahlen A , A А,,... 
ergibt: 
735) A, = Di 

A, = BI & В” В |. 


Apc DEP pps prn Be 
- в By 
А, = В - В.В В” во - в” рву 
| - Bj. Bi? pr Br 
BiB; 
BS. BRE 
п. S. w. 


Dieselben Gleichungen findet Bürmann Seite 31. $.3. 
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Die allgemeinste Form, in welcher die obige Reihe 730 mit ihren 
Bedingungen 731 erscheinen kann, ist 
736) F(x + h)= А,.Ғ”х 

+ A .f’x.(9x-Qa,) 
+ A, . fx. (Pj x =P a,) (PF x-0: a,) 
+ A, fx (px феа) (x= 020) (px Qa.) 
т 
= A, ШАЛА К x қ Шам, ed ace e 
Die Gleichungen zur zurücklaufenden Bestimmung der Vorzahlen sind 

737) Fia+h)=A,.f”a, 

F(a, +h) = A, .f"a, +A .f "a, .(P a, -0 a) 

F(a, +) = 
= A, f”a, +A, £a, (Фа, -Ф'а,)+А,.Г?а,. (фа, -Ф”а)(Ф”а,-Ф”а) 


und die Vorzahlen А, А,, A,,.... entstehen, wenn für j und B in 
733, 73%, 735 die ihnen entsprechenden Producte gesetzt werden. 


{. 200. 


Diese allgemeine Reihe 736 begreift drei Fälle unter sich, und zwar 


zuerst 
738) Fx+h)= А.Ғ” 
+A .f’x.(9'x-Q"a,) 
GE EE Qa) 
+A, fx. EWECH WEE ME 


МЕ 9. 


60 
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wo die Functionen @, welche die Glieder der Reihe durch Einführung 


der Werthe von x verschwinden machen, in jedem Gliede der Reihe 


gleich aber in verschiedenen Gliedern verschieden sind. 


Diese Eigenschaft begründet keine neue Behandlungsweise, und es 


ist, wie in 733, 734, 735 zu verfahren, 


ё. 201. 
Der zweite Fall, welcher in der allgemeinen Reihe 736 begriffen ist, 
1st 
739) BE Ate 
+A f x. (0 x а.) 
б +A £x. (0 x-0 a) (Q^ x - Qa) 
+A, fx. (Фох фа) (фк Ф") (gx p'a.) 


+ . . D D . . H H H . * * D D 


wo die Functionen, welche die Glieder verschwinden machen, in einem 
und demselben Gliede verschieden, aber in verschiedenen Gliedern gleich 


sind, 


Auch hier gelten die Bildungsweisen in 733, 734, 735, welche für 
den allgemeinen Fall gefunden sind, und es ist diesem noch das Eigen- 
thümliche dieser Reihe 739 hinzuzusetzen, dass sie durch folgende Glei- 


chuugen erzeugt wird: 


740) Е (x + h= A,.f"x + (x= @'U”a ).F (x + h) 
F (< + N= Af x + (QUx-Q7a).F,(x + h) 
F (x + h)z A..f”x  (Q"x- oa). F(x + h) 
F (x + h= A,.f"x + (@''x—- Qa ).F (х + h) 


die zu folgender Bildungsweise veranlassen: 
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a) "Ae, anh) wei рк + hy= E тк 
o fo Q Ux = Q a, 


A = e, 9) Fe Fer) cb Ex 
1 fa, 2 Qx € Qa, 

Age Pat, eo Fix A Man ПОС) А, f? 
z Hia, ”х-0”а, 

Ad Falana + В) Е (х + h) = F (x + h)-A, .f”x 
7 Ba ю+ї\ QU X pe QT 


. . . . . D H ` ` “ $ o s . 


Eine unmittelbare Folge dieser Bildungsweise ist dann auch, dass 
die Function, von welcher alle Glieder, welche nach dem zten Gliede 
folgen, die Entwickelung sind, vollständig angegeben werden kann, welches 
durch folgende Zeichen angezeigt werden mag: 

742) — F(x +) =  A,.f"x 
+ А,.Ё?х.(ф”х-ф@'"а,) 
+ А,.Ё?х.(ф?х-ф”а,)(фх-ф'"а,) 
Р-Н. ee УС ИС 
+ А. Рх. (Фф 'x- фа) (Pp x- фа)... (Q"x-Q" a, ) 
ҡ(Ф”х-феа )(0х-%а)........ (px - оға, F. (x +h) 


б. 202. 
Der dritte Fall, welcher in der allgemeinen Reihe 736 begriffen ist, ist 
743) F(x ah) ا‎ 
+ А,.Ё?х.(фх-фа,) 
+ A,.f”x. (фх—фаү) (Px - Qa,) 
+ A,. fx, (фх - Фа,)(Фх- @a,) (Px — Фа,) 


+ . . LJ H H H H H % D LÀ . ы a 


60% 
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wo die Functionen Ф, welche die Glieder verschwinden machen, sämmt- 
lich gleich sind. 

Bei dieser Reihe finden alle früher gefundenen Bildungsweisen der 
Vorzahlen А,, А,, А,,.... statt, sowohl die allgemeinen 733, 734, 735 
als die besonderen 740, 741, und es gilt von ihr auch die Wahrheit, 


welche die Gleichung 742 angibt. 


$. 203. 


Diese allgemeinen Reihen sind vielen Abänderungen unterworfen, und 
zwar durch Eigenschaften 

a) der begleitenden Function f” 

b) der Elemente a, a,, а,,.... 

с) der Hauptfunction ф und 


d) der Haupt-, der begleitenden Functionen und der Elemente zu- 


gleich. 
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B. Wenn die begleitenden Functionen bestimmte 


Eigenschaften haben. 


{. 204. 


Wird die begleitende Function 
pom E ES 
angenommen, so hat diese Annahme in der Reihe 736, 738 und 739 bei 
der Bildung der Vorzahlen keinen, aber grossen Einfluss in der Reihe 


743, deren Vorzahlen dadurch sehr vereinfacht werden; es ist 


744) Е(х+һ) = А, 
+ A,.(9x-9@a,) 
+ A,.(9x-9a,) (Px - фа.) 
+ A,.(9x-9a,) (Px - Фа,) (px -9a,) 


gf e, hf, 
Die Gleichungen zur Bildung der Vorzahlen sind erstens nach 732 
oder 737 
745) F(a +h) = A, 
F(a,+h) = А, + А, (ĝa, - @a,) 
F(a, +h) = A, + À,.(@a,- Qa,) + A,. (Qa, - Фа,) (Фа, –Фа,) 


WW 
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und dann nach 740 und 741 


746) F(x+h) = A, (9x - qa.)  F, (xh) 
F (x+h) = A, + (09x-ga,).F,(x-+h) 
F,(x--h) = A, + (9x - Qa) . E (x+h) 


und 


Е (x h)- A, 
oc 

F (xh) - A, 
Qx - Фа 

Е(х +В) -A, 
фх- Qa, 


747) "= F (a, +h) und Е (x+h) == 
A, = F (a,+h) F,(x+h) = 


A, = F (a, +h) T (x +h) = 
A, = F,(a . +h) F, (xh) E TE-A 
Qx — Qa,,, 


Aus diesen Gleichungen ergiebt sich folgende einfache unabhängige 
Bildungsweise: 


748) Ах = F(a, +h) 


Fg e DM г, ш 


фх-{а, Ça, — Qx 
A = IED. Fh 
Qa,- Qa, Qa, — Qa: 
F (x+h) = Th F(a, + h) F(a, + h) 


ME х=, EE т ыу" 
(0х-Фа,Хфх-та,) T (ga,-ga,) (фа, фк) * (фа,-фа,) (фа,-фх) 


= Mash) | F(a, + h) uu. Xl NN 
(93,792,) (фа, -ба,) (9a,-ga,) Са, фа.) " (Fa,-Fa,)(ga,-Fa,) 
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Hier entstehen die Producte mit wiederkehrenden Elementen, welche 
wir in der Леп Abhandlung unserer Analysis untersucht haben; und es 


ist durch Hülfe der am angeführten Orte entwickelten Wahrheiten leicht 


zu beweisen, dass allgemein 


75; Bee т ме... ш x co 
(фх-Фа,) (фх-фа,) ..... (@x—Q@a,_, ) 
F(a +h) 
* (Фа, -Фа,Хба,,-Фа,).... (фа, äi 
F(a,_,+h) 
"(бал qa ën nl (фа,,-Фа, ($2... OX) 
Fa. + e 
und 
omg d A wes а PT AG DAY mariae Г 
(Фа,-Фа,)(фа,- ба)........ (Фа,-4а,) 
1 Fa... + h) 
(ga.., = Фа,) (фа,., SST ‚ (@a,_, = Фа, ,) (Fan, — Фа,) 
ap Da cg о СИУ e Ce gp — n mre 


à Е(а + h) 
(фа,-Ффа,)(фа,-фа)......... (фа, — Qa,) 


Soll die Entwickelung bei dem nten Gliede stehen bleiben, so ist 
75) F(x + h)z A, + A, .(фх-фа,) 
+ А,.(фх - Фа,) (Px ën. 


+ 
+ А..(Фх-дФа,)(Фх-Фа,)...(Фх-фа, ) 
+ (Фх – Фа,) (Px - Фа,)...... (@x-2a,,,).F,, (xh) 
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wonach bei praktischer Anwendung der Fehler bemessen werden kann, 


welcher durch Vernachlässigung späterer Glieder entsteht. 


Die obige Reihe 744 kann auch als ein besonderer Fall von der Reihe 
702 betrachtet werden; dadurch gewinnen wir für die Reihe 744 jene 
Bildungsweisen, welche dort die Gleichung 708 angibt, deren Glieder 
LP, LP, L%,.... durch die Gleichungen 709 und 710 zwar hinreichend 
bestimmt werden, aber in gegen würtigem Falle einer weitern Entwickelung 


fáhig sind. 


Es ist nümlich, wenn wir die geordneten Verbindungen aus n Ele- 


menten zu p Elementen 


ohne Wiederholungen durch (n) 


und mit Wiederholungen durch [2] vorstellen, 


nach der Gleichung 709 
(nm) + Dm", + (nm) LP. +.....+ (nm). Lp = o 
und nach der Analysis Seite 256 N. 413 


(m) (m-2) 


(n +m)"”-(n+m)"".[n+1]” + m+m)"".n+1]”-....+ 


‚...(—)" (а), [n + = о 


Werden diese beiden Gleichungen miteinander verbunden, und 


m = 0, 1, 2, 4... gesetzt, so wird 


752) L? = - [n + 1] 
L” = + [n + 1] 
L” = - D + 1]” 


I. — іі im 


und folglich nach der Gleichung 708 
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753) А,==[фа,-фЬ, фа,-фЬ, qa,-Qb, . . > Qan 9b)” T. (ағ ші) 


wo 1 Ты; 
-Па,-ФЬ, Фа,-ФЬ, Qa,-Qb, . . . , Qa,,,- Qb] uem (т) F(b+h) 


asali’ 


E t2) 1 d V 
Se [ga,- qb D qa,-Qb D Фа,-ФЬ 255.” 9a,,,-@b] "usn E F(b.-h) 
(—)'[фа,-ФфЬ 3 Фа,-ФЬ H фа,-фЬ КЕЛЕ Фа, Ф". с, . Gs) FO) 


wo b eine fremde willkührliche Grösse ist. 


Diese Bildungsweise gehört nur einzig der Reihe 744 an, und keiner 
früheren Reihe. 


61 
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С. Wenn die Elemente bestimmten Gesetzen 
unterworfen sind. 


f. 205. 

Wird die Willkühr der Elemente а,, а,,а,,.... aufgehoben, und 
werden diese bestimmten Gesetzen unterworfen, so ist der Einfluss auf 
die Bildung der Vorzahlen gross. Dieses gilt wenigstens in dem Falle, 
wenn bei diesen Elementen ein gleicher Unterschied obwaltet, oder wenn 
adea, а= а = т û = aep 2H. alm а 3, 27 
und 
754) F(x + Һ) = А,.Ё°х 

+ A..fx.(@ x - Ua) 
+ A, "x (9x Pia) (p x- Фуа + Қ)” 
+ A, Ux (px Фоа) (фух - фу + K)) (Фифа + 2)) 
+ A E xG xpa) (9/97 (a + к) (фф, (a k)) (9; x9; (a+ak)) 


= A GyUx + рох + N Ana 


Die allgemeinen Bildungsweisen 732, 734, 735 gelten auch für diese 
Reihe. Wegen des gleichen Unterschiedes der Elemente lässt sich der Al- 
gorithmus der Unterschiede auf die Glieder der Reihe anwenden, und es 
entstehen dadurch zur Bildung der Vorzahlen Gleichungen, welche dieser 
Reihe 754 ganz allein angehören oder ihr eigenthümlich sind, Es ist, 


wenn das an A angehängte k bedeutet, dass x um k wächst, 
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SC Сех qk). (Фк qk) фта)... (Qa (x + qk) = "(a (n — 1)k)) 
Rc S Po (x (4-19) (07 (&+(q-1)k)-@ v8) (07 Ge + (9-1) ) Ф (a+n-1)k)) 


D H D ` * ۰ 


+ 

a (x (q-p)E)- (Q Ges qp k)- 9; 8) (97 (®+(4-р)К)-ф,'(а+т—з)К)) 

TR) “5. Ж eene ne (ox Or (a+ Q-0k)) 
12 


Ist nun x = a, so ist für q < n oder für q— n-s 
755) (АІЖ) ep o 


für q = n ist aber . 


756) (uns x) = Рана) (gi Gen) go) (О7о) Ф ака) 


xen 


und für q > n oder q = n + s ist 


757) Ask 

= СС (а+(п+в)К)-ф,”'а)...(ф„(а+(п+в)К)-ф,(а+п—0К)) 
- Ga " (a+(n+8-1)k). (¢; (a+n+s-1)k)-0 ra). (Qr (a+(n+s-1)k)=@;"(a+(n-1)k)) 
z 
SE „а + nk). (27 (a nk) -Q;"a) ........ (Qi (a + nk)- Q7 (ar (n-i)k)) 


Wird nun von der vorgegebenen Reihe 754 der 0, 1, 2, 5,...... te 
Unterschied genommen, und dann x — a gesetzt, so entstehen zur Bildung 


der Vorzahlen folgende Gleichungen: 
61 * 
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758) Ge E(x - h) — A, app" x). 
(AL F(x  h) =A, anl x e A, Арх), 
(4 F(x +h) =A, Ару Px HA, c App" x ALL Ах), 
(AL Fx eh) = A Ap" xe A, арок e A LA DUX A, e Ap OL 


Diese zurücklaufende Bildungsweise ist der Reihe 754 eigenthümlich; 


auch Bürmann findet sie Seite 36 $. 7. 


Die unabhängige Bildungsweise der Vorzahlen A,, A,, A,,.... kann 
nach der Weise 735 dargestellt werden. 


: % 206. 


Diese besondere Bildungsweise gilt auch für die untergeordneten Reihen 
738, 739, 743, wenn in ihnen die Elemente a,, a,,... gleichen Unter- 


schied beobachten. Für die Reihe 


799) E(x + h) = А.Ғ” 
+ A E x. (0 x= pa) 
+ A, fx (ox 2o a) (p xe p (a k)) 
+ Ах. (Фехта) (фф (а KIT x9" (as 2k)) 


`+ . ° . . ` . . D D * 


gelten daher die Bildungsweisen 732, 734, 735 und 758. 
Für die Reihe 
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760) Fx+h)= A,.f"x 
+ A fx (ox - pa) 
+ A PU xL (9x - qa) (p "x - фа) 


du A, f x.(p x= pa) (Ф“х-Ф”(а-Қ) WEEN 
+ š 


gelten die Bildungsweisen 732, 734, 735, und 740, 741, 742 und 758, 
und für die Reihe 


761) Fx+h)= А,.Ғ”х 
+ A, ‚f'x.(9x-9@a) 
жА,.Ғ”х.(фх-дфа)(Фх-Фа-Е)) 
+ А.х, (Фх- фа) (фх-Ф(а+ k)) (фх-Ф(а + 2k)) 


„+ ° ۰ ` . .` 11 . » . . H . % 


gelten dieselben wie für 760. : 
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D. Wenn die begleitenden Functionen und auch 


die Elemente bestimmten Gesetzen folgen. 


% 207. 


Es sei 
762) Fx+h)= А, 
+ А,.(фх-фа) 
+ A, .(px-pa) (9x-@(a+b)) 


+ A .(фх-Фа)(фх—-Ф(а + b)) (px —Ф(а +2b)) 


In dieser Reihe sind alle begleitenden Functionen = ı gesetzt, und 
die Elemente nehmen um gleichviel zu; es gelten also hier auch die Bil- 
dungsweisen 732, 734, 735 und 746, 747, 748, 749, 750 und 753 
und 758 also überhaupt vier verschiedene Bildungsweisen. Auch kanu 
hier nach 751 die Function angegeben werden, aus welcher alle folgen- 


den Glieder der Reihe entspringen, nämlich 


763) F(x+h) = А, + A, . (€x — Фа) 
+ А,.(Фх-ба) (ex - @(a+k;) 
+ a 
+ А,(6%-%а)Фх-Фа-Ә)...... (€x – Ф(а+(п-1))) 
+ (фх-®а)(Фх-Ф(а+Е))......... (€x - €£(a-enk)) . F (x +h) 


wo E (x + h) nach 749 gebildet werden muss. 
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E. Wenn die begleitenden und die Hauptfunctionen 


bestimmte Eigenschaften haben. 


б. 208. 


Es sei 


764) Ұ(хаһ) = А, 
+ A, .(x-a,) 

+ A,.(x-a,)(x-a,) 

+ A,.(x-a,)(x-a,)(x-a,) ы 


ЖЫ 8 75 


wo die begleitenden Factoren f — 1 gesetzt und die Hauptfunction x selbst 
ist, hingegen die Elemente willkührlich sind. 


Die erste Bildungsweise ist nach 732 
765) Қа, +h) = A, 
F(a, +h) = A, + A .(a,-a,) 

F(a,+h) = A, + A,.(a,-a) + A..(a,-a)(a,-a,) 
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Die zweite nach 747 
F(x+h)-A, 


X-a, 


766) А, = F(a,+h) und Е, (х+һ) = 

к (а жай) Te a a: 
x-a, 

A, = Е(а, +1) E nee 12000) - 2, 

3 e 


und nach 749 


е E F(a, +h) 
Е м (а—а,)(а,-а,)....... (a,-a,_,)(a,-X) 
F(a, +h) 
T @„=а,)(а,-ду.- 2... (а,—а,_„)(а,—х) 
4 e e e 
F(a, | +h) 
(а,_,-4,)(а,,-а,)..... (а,_,-а, ,Ха,,-х) 
Е (x + h) 
(x-a)(x-a) ........... » der de) 
und nach 750 
БЫ Еа +h) 
am (а,-а)(а,-а)........ (a,—a,) 
Е(а, +h) 
р (4,-a)(a,72a)) ........ (а,-а, 
+ Oleo. K. 
F(a, +h) 
2 (айса (а-а) ....... (а,-а, |) 


und Ше dritte Bildungsweise ist nach 753 
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769) a [а -b ,a,-b, a, -b,. a, opo; € ЕФ) 
AT, db 


-|8-%,а-Б,........ 


a,b” d™'F(b +h) 


"3 “азға 3 ID аһ 


ә d’F(b+h) 
wt EN SN, "A ае руа 
+[ 1 2 2 2 е 1 | pt qe 
E * 
E 


wo b eine fremde willkührliche Grösse ist. 


62 
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F. Wenn die Elemente und die Hauptfunction 


bestimmten Gesetzen unterworfen sind. 


2 
% 209. 
Wenn den Hauptfunctionen, welche die Glieder der Reihe verschwin- 
den machen, bestimmte Eigenschaften zugetheilt werden, so geben sie oft 
zu ganz eigenthümlichen Bildungsweisen der Vorzahlen Gelegenheit. Wir 


wollen dieses an einigen Functionsarten nachweisen. Wirnehmen an, dass 
rg, 3 Be 0) 
770) F(x +һ)—= A fx 
x-a 2% 
-А,.---.Ғ”х 
1 


ТАН TC pos 
ı 5 


2 


(x-a)(x-a-k)(x-a- 2k) fx 


+A,. 
lh EI 


+ D D D ` ` . . . ۰ D D D a 
Die erste Bildungsweise ist nach 732 
771) Е(а+һ) = А, .Ё”а 
Flarxk+h)=A,.f(a+k)  A,..5 ke f" (a +k) 
1 
F(a+2k +h) = А. (ачк) + NE А k’. f (a+ak) 
1 112 
F(a-- 3k +h) = 
2 


А Lak) ken (акаа А S "eR a 3*7 ар: (а) 
1 1. 2.3 


2 1 
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aus welcher wie in 735 die unabhängige Bildungsweise hergeleitet werden 


kann. Diese Bildungsweise findet auch Bürmann Seite 38, 


Die zweite ist nach 741 


772) A= en) und F (x +h) = Fix+h)-A .£”x 
fa an 


F (x+h)-A х 


x-a-ık 


F (a+k+h) 
P WC e ee a F һ) = 
ї f "(a+ К) ‚(х + һ) 


ж. олған Fh) = FO) - A, fx 
(а + 2k) x-a-ak 


Die dritte entspringt aus 758, wenn nach 167 


сере) E are, 
1 1 


Xra 


gesetzt wird; sie ist 
773) (АЕС) A аер") 


01-1 
[ALF(x--h) = A aba Lacs "us "rel 
\ 1 Ж=а 


01-4 


11-1 
| АРн) аА АҒ” қыл e AEM Чак) 
"ED 1 
und allgemein 
52% 
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sl 
E E 


ul 
1" 


774) (sre +h)= A. 


n": 
+ A, те .k'. f(x + 1k) 


* 
n=2leı 


+ A eme. Be A ak) 


2 ST 


т-31-1 


+ A... aa Р E) 


3 42734 k 


+ . . H ` . D D . H D . . 


Gin 


tA. Le KA + nk) | 


` 


Een 
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G. Wenn die begleitenden Functionen, die Ele- 
mente und die Hauptfunction bestimmten Ge- 


setzen folgen. 


б. 210. 


Es sei 
779) Pre Aus А 
+ A (x-a) 
+ A,.(x-a)(x-a-ık) 
+ A, .(x-a)(x-a-1k)(x-a-2k) 
+ A,.(x-a)(x-a-ık)(x-a-2k)(x-a-3k) 


+ 
Die Bilduugsweise der Vorzahlen dieser Reihe können wir entweder 
aus % 207 oder aus $. 208 herleiten; wir finden nach beiden, dass 
776) a, cM А) 
iak" 
und dass also 


Ze DEZ? Dp 
777) F(x + h) = F(a + h) + ~. T 
" (х-аў" | ba + h) 
` CS k: 
(х-ау“ aT(a + h) 


"ED * k? 
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ferner, wenn die Entwickelung nur bis zu einem bestimmten Gliede ge- 


führt werden soll, dass 


(x-a)? AF(a + h) 


778) F(x + h) = F(a + h) + — —. m 
ў ) 
+ (x-a)"* АЕ(а + h) 
du 


è (x-a)"* aF(a + h) 
"E d MES 


£x-aytt F (x eh) 


wo 
- аа F(a + h) 
9 F а (Qe P FT 
й ) бе + d ) 1, Bat,” 


(m: F(a ech AA: аа 
Pen d 1. k- x). k" 


F(a + h + ».k) 


EE Ue 
Aue Rn 5 ла on 


ar F(a + h + (n - k) 
{ (GR. bt, С == (0-1) К-х). К" 


F(a + nk - x) 
(х- аў 
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IV. Reihen, in welchen das Einführen eines be- 
stimmten Werthes von x=a, alle früheren und 
alle späteren Glieder nur nicht das nte Glied 


zernichtet, 


j. 211. 

Es sei 
780) Fx+h)= А,.(фх-фа,) (фх-Фа,) ........... (фх-фа,) 
+ А,.(фх-4а)(фх-фа)........... (фка) 


+ A, .(фх-Фа,) (фх-Фа,)(фх-фа,).. . · ·. (Qx - Qa,) 
+ A, .(фх-фа,) (Фх-Фа)(Фх-0а)...... (Фх-Фа, |) 


Wird ха-а,,а,,...., а, gesetzt, so entstehen die Gleichungen 


781)  F(a,h) = A,.(#a,-@a,) (фа —фа,)..... (Qa, —Qa,) 
F(a, +h) = А,.(фФа,-да )(Фа,-ба))..... (фа, - фа,) 
F(a +h) = A, .(Фа,-ба,) (а, йа) ..... (ga, -@a,_,) 


durch welche die Vorzahlen А, A.,.... bestimmt werden. Die Reihe 


selbst ist 
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f — (Фх-Фа,) (Фх-Ффа,) °... (7х фа.) 
182) Fx+h)= CENT: a) MCCC. (Qa,-Qa,) ' M» 
, (0X7 08.) (ox - фа,) OTT: (Qx—qQa,) . F(a +h) 
(фа,-Фа )(Фа.-0а)-.-.... (фа,-фа,)” 2 


(9x - Qa (рх — фа,) (0х-Фа,)... (PX = Pa) pu ch 
"(ën aen, (фа pa ` F Ua +B) 


+ 


„(9x -9a,)(@x-0a,)(0*x-@a,).... (Px-@a,.,) (аа) 
* (Qa, Qa, (Qa, фа „) (Фа фа J.. -«(£a,-Q,..) 4 


б. 212. 
Шеһег gehört auch folgende Reihe: 
sin X т sin (x = 1) т sin (x — 2) 7 
o п) = А„.-———+А,.-——__/^ بم‎ 
783) F(x+h) ° sınb xz 1 sin b(x-iyg ` sinb,(x-2)z 


wo b, Ь,, b,,.... keine ganze Zahlen sind.' 


‚Wird x = n gesetzt, so verschwinden alle Glieder ausser jenem, 


worin x-n vorkommt; werden deshalb statt dieser Functionen die Reihen, 
welche sie vertreten, gesetzt, so wird 


sin(x — nis __ 1 Жо сат 7" x 
sinb(x-n)g ^ b,(x-n)z REN 
1 WES ° Ë 
1 = (xn) yr 
1.2.3 E 
b 2 b;(x-n)'z* n 
жа” 
folglich für 55 СЕЗІН ist F(n + h) = A,. г 
L 
also A, = b, Fn + b) und 
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шул .F(h) + b IE e db, 
smb, xz 


784 F H= р: . 
) e SE ' sinb, (x-1)r 


б. 213. 


Eben so findet man die Vorzahlen der Reihen 


sinxz sin (x —1) 7 sin (x — 2) т 
4 Р, h = . dr, — ra .` . % . 
785) Fisch) ELT. ЖА, er _ 4 +A, STE b 
und e 


786) FG +h) A, (227) + ۸, C cpn EE H 
x Х--і Zur 7" 


9. 214. ы 
Hieher gehören auch folgende Reihen : 

787) Fx+h)= A,.(sinx-sina,)(sinx-sina,)...... (sin x = sin a,) 
+ А,. (sin x - sina ) (sin x — sina) ...... (sin x - sin a,) 
+ À,. (sin x — sin a, ) (sin x —sin a,) ...... (sinx- sina, |) 

und 
788) F(x + h) = A,..sin(x-a)z.sin(x-a)z-........ sin (x-a, )z 
+ A..sin(x—a)z.sin(x—a)z ......... sin(x-a, )r 


+ A, .sin(x-a,)z.sin(x-a,)z.siu(x-a,)z....sin(x-a, )z 


+ 


D 
- 


+ A,.sin(x-a,)r .sin(x-a,)z.sin (X-a,)z ... біп(х-а, )т 


63 
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V. Reihen, in welchen das Einführen eines be- 
stimmten Werthes von x alle Glieder zernichtet 
oder 
Entwigkelung einer Function in eine Reihe nach 


den Potenzen einer andern Function. 


A. Allgemeinste Entwickelung. 


k 215. 
Es sei F(x + h) nach den Potenzen der Function (x 

zu entwickeln, oder es sei 

789) Bog mA С TACOS + а o. 


man sucht das Gesetz der Vorzahlen А, А, A 


zZiapcttttt nen n. 


Es ist nach der früheren Untersuchung $. 190 


dP px °. de ec d ее 7 С) 


ае Tu. ы, мал а, 
e lee, TNE Fg 
Ф Ф 


wo 


m = 0, 1, 2, 3, 4,...»..... 
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Die Producte aus den Differentialen der verschiedenen Potenzen von 
фх können wir durch Hülfe der früher gefundenen Wahrheiten auf ein- 


fachere Geschäfte zurückführen; setzen wir zu diesem Zwecke 
(an ~ ао) (an —a1) (an —a2)...... (an = a(n- D zs 


so ist nach 637 


[4°фх”. (ох S. d''gx dox" kou. ^ Иа COS | 


› › Ag 10 F01 + sec А(п+ш)-ап-(1#2 Ft Hymer) A J fgg! tte + nemo: 
UC NM = . (dix) 


Р, x(am + )-an) (an + 2)-an)...... (am  mj- an) 
und 
laros". ачх" е. puce | 
= Ree e ef 


859 *n1 +..,+а{шц+л=1)=(1+2 tat n+m= 1) 5 WEIEREN 
x) . (dx) > 


nem- 


Ferner ist nach 625 


res", dig"... age дох B) _ 
|Гәх”.Фәх” раста: TETS COME, ^ нағы) 


1 (n4m -a(n4m ın+m) -atn+m) ism um алп өші 
= س‎ ki BOS C S aak DR | 


Es ist folglich die Bildungsweise der Vorzahl A, 


nem 


(ao-an)(a1-an)...(a(n-1) — an) (a(n + Й) = an). ..(a{n+m)-an) 


791) A mic SUB, px "HB B Px M. BB о 


oder wenn m = 0, 1, 2, 3,...... gesetzt wird 


792) A= (y 97.D,.Qx "e P. B gx es +BB, „ax“ 
(ao — an) (a1 —an) ... ... (an 1) - an) 


a Lef, Bax" n +S Dr" + BI. an. Bemor ym 


n. 


(ao - an) (a1 -an).... (a(n ~ 1)— an) x (ain +1) - an) 


E сун Be Br px "+ BPP. B ox +. Š Врх 


(ao-an) (a1—an).... (а(-я) — an) x (aln+1)- ап) (aln + 2) — an) 
+ ° М D D . . . . . .s D * . . D . D е . . . 
63% 
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wo 
d d d Ar 
793) ee... le) уво + h 
iplis | T rb) 
h Семи 23 1 D x^ 
ist, und Bew, gem... . folgende Gesetze befolgen: 
791) A = (o -an+m- 1)) а буаз» 
$5" — (1-am + ш-1)). 877? 4. germen 
Ce = (2 = a(n + DL = 1)) ñ о um + peran 
d dar 77” EE 
und 
793) m = (q ch а(п + m- 1)) b greza 
+ (q-1-a(n +m-2)). Bi” 
+ (q =2-а(р + m- 3)) d qan 
T ` ы * * . D D D . 
+ (q ” q = aln + DI ~ 4-1) e 22 nn 
Da nun 


TIO, = mn =... = mD ei йт” = — ao 


so können nach den vorstehenden Gleichungen die übrigen Vorzahlen 
gefunden werden. Die unabhängige Bildungsweise dieser Vorzahlen ist 
aber nach 628 und 629 


797) BE” = (0-40, 1-a1, 2—а2,.....‚ w«m-1-a(nem-1)) "T 


und 
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798) Bm = al Tr . (9-0-а0)(4-0-а1)........ (q=0-a(n+m=1)) 
X. (q-1—a0)(q-1—a1) .....‹.. (q-1-a(n--m—10)) 


21-4 


-(4-2-а0)(4-2-а4)........ (Q-2-an4+m-1)) 


(-» = ` (q-s-ao)(q-s-a1) . . ...... o E К 


(= e (о—ао)(о—а!)..............(о—-а(и+т—1)) | 


Nach Vollendung dieser Geschäfte, welche in 792 angegeben sind, 


muss für x irgend eine beständige Grösse a gesetzt werden, die nach 
Willkühr angenommen werden kann. 


Dieses ist die allgemeinste Entwickelung einer Function in eine 
Reihe nach den Potenzen einer anderen Function; sie ist neu, und um- 


fasst alles, was bisher über diesen Gegenstand bekannt ist. 
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B. Entwickelung von F(x + h) nach den ganzen Poten- 


zen von Qx 


(5 210. 
Es sei 
799) Ғұх«Һ) =A +A,.(0%) + А, (ҹ̧х) + А, (фк) +...... 
Man suçht die Vorzahlen А, А, А,,...... 


ES dieser Неше ist ao äi Dell = 1,5а%--2,...., AH = n 


also auch nach 794 und 795 
де сі зе 9 Ы omma 


und für jeden andern Werth von -q, ausser für q = n, ist 


SCH == 0 
Es ist daher 
ET i RET 
1 ‚1 1 41 1 21 
wo 
d d d “О 
| = = у. u. (Е: ... | = [— | F(a+l 

ee Ke SP dp Feet). ) (pg = 


Dieselbe Bildungsweise findet Wronski Seite 111 


Die vollständige Entwickelung von F(x--h) ist also 
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1°! ori » Zeg POD * pU 


өз) Steg — en... | 


E (Фа) o ere 


4 1° ' 1 211 
Ex)" a)” a a | 
N ла в. 2 ur | 
+ H 
б. 217. 

Die Reihe 802 erhält eine andere Form, wenn die Glieder in der so eben 
gefundenen Entwickelung nach В,, В,, В,,....... geordnet werden, 
nämlich 

F(x+h) -е(фх) (4а) p GU Qu EE “(ga |. B, +.... 
ZUR Е ou 1 Ж 1°" aus 1°! 
+ (фх)°.(фа)' _ (Фх)'. (Фа)' 
Ле qni a Дашы 
«(2х) (фа)! 
"mn Р p 


Die Vorzahl von В, ist 


Ge = 
TE BE +... RED 2. (ey фа 


und folglich, wenn p = o, 1, 2,...».. gesetzt wird, 
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803) F(x+h)= = , (фх- Фа)”. aap 
d 
+ = (фк фа)" aga (Кезі) |. 
+: (Фх-фа) йы Sach) | 


+ ES (Qx-Qa)' . афа ЖЕЛІ gel Za DI 1 


oder auch 


804) F(x+h)-Flarh)= À .(фх-Фа)>2 sel ға +0) 


A 


m: (фх- фа ә) Al ml F(a + h)) ) 


d а | 
E Lm aos ) )واھ‎ ( 


ыл ШӘ, m eege e 
Die Entwickelung 803 oder 804, welche den Unterschied 
F(x+h) - F(a+h) 
durch Potenzen des Unterschiedes 
- фа 
angibt, ist nur eine andere Form von der Entwickelung 802, welches 


sich hier zuerst durch unser Verfahren herausgestellt hat. 


Die Gleichung 804 gibt die unabhänge Billungsweise der Vorzahlen 
von den verschiedenen Potenzen von (фх-фа) an; die zurücklaufende Bil- 
dungsweise derselben erhalten wir aus der Gleichung 254, wenn wir 


1 . . D 
Z = EA setzen; nach dieser Gleichung ist, wenn 
a 
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805) F(x.-h) - F(a +h) = A, . (Px — Фа)" 
+ А, Ы (Фх- ба)! 


+ А,.(фх—-фа)` 
T. 


Besetzt wird, 


d'F(a-h 
T er ы А,.С(п,1) +А,.С(п,2) +А,.С(п,3) +...+А, Со) 


806) _ 


I da 


(in d'Qa dpa 
$ 218. 


In dieser ganzen Untersuchung ist x willkührlich. Wird für x der- 


Jenige Werth genommen, der @x= o macht, so ist 


£07) F(x + h)= A, + A (0х) + A, (QX) +..... 
wo aber 
505) AN Kä CR RE (т (х + h)) ae | 
ің | dex idgx dex арх Qx —o 


und nach dem Differentiiren derjenige Werth von x in den Vorzahlen 
А.А, А,,.... gesetzt werden muss, der bewirkt, dass фх==0 
Diese Bildungsweise, welche 808 bemerkbar macht, ist diejenige, 


welche Paoli angibt. Bürmann hat zuerst folgende bekannt gemacht: 


ı «ӨЗ [[x-aj" а(х + h) 
` A ee pae | RS us 
809) n 1”!' dx"! [ @ ) dx | 
wo x—a und qQa-o 
und Wronski Seite 26 und 27 folgende: 
a ег .Фах ы Фах ........ d'"ex"'.d'Fix + hl 
wo x=a und ga=o 


64 
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Die letztere 810 folgt unmittelbar aus der Gleichung 791, und die 
erstere 809 entsteht, wenn 808 mit 321 verbunden wird. 


Die Gleichung 810 bleibt wahr, wenn auch der Factor d'Qx* unter- 


drückt wird, und es ist » 


эр |а'фх'. рх" cob Coco иа еа" h)) 


811) m ——————— MN, N SC 
7 А, "ED e 1?! h PES "=, ЖЕЕ КЛ СҮ Т" 


” 
Viele der Producte, welche durch diese Zeichen vorgestellt werden, 


verschwinden; es ist nämlich 
|Фәх.Фах...... (Тт. E(x +) = 
= > jaga I OR O OS OE Тә”) Ша рух + h) 
TSO, 4,%; kD 
und 
age age age ag) = 


1 ` 
=) Ш>2 T. dex 1 [a1 ex. br Жәке) 
wo die Stellenzahlen von gx, nämlich 1, 2, 3,...,n-ı den Gesetzen 
der geordneten Verbindungen zu n-q-1 und zu q Elementen ohne Wie- 


derholungen unterworfen sind. 


Wird nun nach 267 das Differential @ fx" in Potenzen von Фх und 
in Differentiale d'ux, d'Qx,.... aufgelöst, und фхс=0 gesetzt, so ver- 
schwindet d'Qx" nicht, wenn өшер oder s> p, verschwindet aber, wenn 


s<p. Von allen den Producten, welche in 
[dox о Yo dox 


begriffen sind, bleibt also nur das erste Product, die übrigen Producte 
verschwinden, weil wenigstens ein Factor d’gx' in ihnen vorkommt, wo 
s<p ist, und der durch sein Verschwinden auch das ganze Product zer- 


nichtet. Zugleich ist für Qx —o 
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d'Qx' = 1" (dx)! 
mithin 
ІШСЕ d'Qx' asan dig] == uiid ЛЕД. ео aS рр IST, 
Die Gleichung 810 verliert hiedurch viele unnütze Producte, und die 


Producte, welche bleiben, viele unnütze Factoren; die Bildungsweise 810 


wird dadurch einfacher, und geht in folgende über: 


u-g*! neq ü-q*2 ,8-4%1 T WA T "фу; n-a M ФЕ 
812 A= syl T ox. aeei... Ee EE 
ы OY а 2 


14-0, 1,2,2... ЕИ 
ойег 


а) ` T(x + h) 
ысы, vr, (dox) 


- [а ex"). d^ 'F(xh) 


NUDO nli L (dos) "s 1 


а ФФ" |. d'^F(x + h) 
و‎ ushi o lop ш 


d (ох "xc ШІ OLO |. d'F(x-h) 
DR ll US Mat ur. "UL (dix) т. 


H D D D ” . . 


Ж Lë zen, Box Ae a d'Qx"] .d’F(x +h) 
LI T ada gi mt. urn 


é. 219. 


Auch nach diesen Geschäften bleihen noch mehrere unnütze Pro- 
ducte und auch noch unnütze Factoren in den Producten zurück. Um 
die Bildungsweise von allem Ueberflüssigen zu befreien, schlagen wir fol- 
genden Weg ein. Es ist nach 220 für сх = o 

, 61 * 
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а" WH 
ER = С(п,п-р) 
d'Qx d'Qx d’ox 
EI D FEJ 3 FUN 3447... | 
Setzen wir nun 
814) Siet — C(n, n-p) = ER 
1"'  (d@x)" C(n, n) = 
so wird 
d"F(x +h) 
ET ECT 
815) n 1" (dox) 


Кой 2223 7 
175 (dex) da 

Оу š | c Ы Un 
4” F(x 4h) ! Mine?) (21) m) 
Fra ET.) 
+ e a €. = ТҮЗІ rr 

(y а F(x+h) 


u С: ЖЕРЛЕР or 92? 


Па nun in C(n,n-p) die erstere Zahl n nie kleiner als п-р werden 
kann, so verschwindet Cj", wenn k grösser als s ist. In allen diesen 
Producten verschwinden also alle Factoren, deren obere Stellenzahlen 
„ kleiner als die unteren sind, mithin entstehen hier nach š. 155 diejenigen 
Producte, deren obere und untere Stellenzahlen den Gesetzen der geord- 
neten Verbindungen ohne Wiederholungen unterworfen sind. Setzen 
wir also 
816) A Puit p ар sal] А Bu, САС 

P 1" '.(dpx)" (EN KUDOS Ë O 
d' F(x + h) Gr 
lr. (dpx)' ` = 


SOM X... jg. 
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so ist, weil-C? = 1, 
817) @ = a 
(0) E 3 (n) (m) -і 
@; fe" SS ® Ca . G > | 
їп саа. (n) (n) e (n) (ne1) 
©; = em (б; E D NC же Con: KI i 


1-3 
ж 
' + Cis (un 
e 
LE = (n) (n) (0-3) (n) (1-19 (n<; 
б — 73 С ар Qu Coe" uz eU CT E O COM recti oam 
ë - - - 


MUT eS T ON WE 


m) tn=3) (п) Yme?) (8-3) 
+ CELES = rn, ° “а-а 


und allgemein 
(n) E "en 
818) OF = - Cn,a-1,n-2, n—3,.,.......5 п=р+),®п—р), 
3 
+ CC eye, n-p+1), n-p), 
(п по, HEES п=р+)а-р), 


END У 3 > ni E 2 = 
(-) C n,(m-1, п-2, n-3, .. .... un д-ры)" up) 


Diese Bildungsweise іп 816, 817, 818 ist von den unnützen Pro- 
ducten und l'actoren ganz befreiet, welche sich in jener, die Wronski 


gefunden hat, nämlich in 810, 811, 812, 813 befinden. 


Es ist oft nützlich, durch eine zurücklaufende Bildungsweise die Grössen 


GO”, OF, ... zu bestimmen; diese ist nach 509 folgende: 
819 GO". C7, sn 
ӨС C 250 
er gr. re WC = 
und allgemein 
820) GP + GW.” + OC bh een He 


oder auch 
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8621) OF + (mm o 
(n) Hei? т“ A 
D.C A @ ee 


б" du Br S @ + eus 1 e ЕЗ Cn. = 0 


und allgemein * 


822) EE $F Ст = о 


KEE мер 


F Я à à 
denn nach 509 sind die Gleichungen 820 und 822 immer mit einander 
verbunden. 


Setzen wir nach 814 


C" — Cin,a-p) __ C(u, n-p) 

n-p у= "ra sss mm ee жес. 

C(n, n) (афх)" 
so nehmen die Gleichungen 820 und 822 folgende Gestalt an: 
823) C(n, n-p) + ©”.C(n-1,n-p).(dpx)' +2... + WT, (do = 


und 


824) C(n, n-p) + ©". C(n, n-p+1) + 7777. C(njn- pez)... С(п,п) = 0 
| das Mix dx 


"EHE 2 "ET ? p pots Put | 


Diese Gleichungen geben die zurücklaufende Dildungsweise der Grós- 
sen OF, (т, . 


fende Bildungsweise der Vorzahlen A, А, A 


... an; wir können sie benutzen, um eine zurücklau- 


ga e ee A * allizustellen, 
Setzen wir nämlich in der Gleichung 816 


й == 0) U, 25 
% 


und vervielfachen diese n Gleichur gen nach ihrer Folge mit 
C(n, n), C(n , n-1) , 6(п,пе2),......., C(n, 1) 


und zählen alle diese Gleichungen zusammen, so entsteht die Gleichung 
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825) сацал =A, . С(п,п) + A, .C(nn-1) e... .. 4 A, C(n, 1) 


welche die zurücklaufende Bildungsweise der Vorzahlen A A A 
= ГЕЈ 22 


DA 


angibt. 


Dieselbe zurücklaufende Bildungsweise ergibt sich aus 806, wenn 


@x =o gesetzt wird, 
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C. Entwickelung von Fy — F(fx) nach den ganzen 


Potenzen von Qx 


ў. 220. 


Es sei y=fx und zc Qx; шап entwickele Еу nach den Po- 


tenzen von z, oder man suche die Vorzahlen der Reihe 


526) Fy -Fb = (9x-ga)'.B, + (Qx-Qqa)'.B, + (gx - fa)’. B, + 


Diese Reihe lässt sich leicht auf 804 zurückbringen, wenn h =o und 
КТ S= ta 
Еу = Fix ИС”, Жь--Жіатс- Ға 


gesetzt wird; es ist 


Fy-Fb = F,x-Fa = e, (0-48). (5) Fa 


E: er (çx - ¢)". (| Fa 
+ 
mithin BS = ix , E Fa 
1 {а 


Nehmen wir nun unsere Gleichung 254 zu Hülfe, setzen in ihr 


U = Dia PY == fa. mt Z=z =. , und zugleich 
dpa 
| 2 |F а„ == ЕГЕ a 
día] ' dh dhe 


so erhalten wir folgende Bildungsweise der Vorzahlen : 
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dF 
827) E N Dp 
d'Fb d'Fb ФЕЬ 


= О(0,1). + a) nr у 


1. db: 


1 "ub. 1 ал: 
ына тсң Е макта uu. > 
E is] а, qua ss) dne | 


Diese Entwickelung ist ganz allgemein, gilt also auch, wenn Qa — o 
ist, und ist verschieden von den bis jetzt bekannten. 

Für den Fall, wenn фа = o, gibt Wronski бейе 121 folgende 
Vorschrift: 


d'Fy (““Ғу d'Ee э d’Fy 


825) BSH u Бо ee en с CL. ое 
) а H om 1 Te + % ят. na o Tous dei 
wo 
89) H = Cep - 
(dpx) 
2 | d'Qx"" | . C(n-1 , n-p) 


Ra). 


+ la ax . ах") : C(n-2 j n-p) 
1“, а га 


|a" gx". dx". Фах“) . C(n-3, n-p) 
ДОШ "ISDN ToN (ху e 


+ . . LI H m 


(ү eet e М ah 27 Ф'Фх" | . С(п-р , n-p) 
ро dp LCL 

dy Е хам e e e 
11 dx! 2 1, dx? 3 * ° ә э e $4 e ө 9 о 


wenn nach dem Differentiiren derjenige Werth für x gesetzt wird, welcher 


Qx — o macht, 
65 
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Diese Vorschrift entsteht nämlich aus 813, wenn h =0, Fy statt Fx, 
und nach 266 


d'Ey — d'fy dE dEy Q2 
Қалы тізе т“ dy" . C(m › m) - г. der? da ;m-1)-. „+ mp š C(m,o) 
d'y d'y \ 
ee | 


gesetzt wird. Die Reihe, welche nach dieser Vorschrift gebildet wird, ist 
830) Fy = В, + В,.(фх)' + B,.(Qx) + В,.(фх)'+...... 


б. 291. 


Es sei y —fx und zzz х.фх; man entwickele Еу nach den 
Potenzen von z. 
Man erhält aus dem Obigen folgende Entwickelung: 


83) Бу = FIN) = (Ех). 
COM. = 2 (eo 48) 


1 dx Zë 
dFy 

1 SINE ‚dx' =l: 9x)” Б). 
d — GFF 

+ th (ex). EL 
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D. Entwickelung von F(x+h) nach den Potenzen 


von CES 


{. 299. 
Die Reihe, deren Vorzahlen gesucht werden, ist 
832)  F(x+h)-F(a+h) =  A,.(Qxi-Qai)' 
+ A. (gx paq) 


А,. (фхл-фал)у? 
+ CN a 


In der Gleichung 804 setzen wir (Qx)s statt 9x, und 
5 (Фх Bd афх statt арх 
Die Vorzahl A, ist nach diesem 


INE! TEM 
А = ).چ‎ ij. [e T ees dpa -) Fa +) 
und also nach 466 


NES ' on (Ld ag 
833) A, = үп . RH 4 F.. (Qa) 4. 9 F(a+h) 
en d is 
F д 0 (фа) 4. ks) F(a +h) 


A ак 
+ Ж аш "ei F(a + h) 


+ 


WC ie XH y F(a + n) 
62% 
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wo die Factoren F,,, Е,,,... nach der Vorschrift 467 gebildet 


werden: 


g 1 Е: оза 
834) P.S SECH 8774.--т 
1 1 
11-74 
“.. 5 
” (8-1) ат 
21-і 


HEI) 
(=) (s- sy" 5. Ze | 
oder (468) nach folgender Vorschrift: " 


г 


835) P. = E C(n, s) 


əр SE 
114 15154 
PH 3 uv > о оь» 


Wronski findet Seite 447 für den Fall, wenn р==: und Qx = t + Кх, 
auf einem von unserem ganz verschiedenen Wege, eine Bildungsweise, 
die mit unserer zweiten 835 übereinstimmt, ohne dass das allgemeine 


Gesetz derselben angegeben ist. 


E. Entwickelung von F(x+h),nach den Potenzen von 
lg : (+ bx) 


k 223. 
Es sei 
836) Ех + h)-F(a + h) = A. (lg: +bx)-Ig:(1 + b.a))' 
+ A. [g: ü £bx)-lg:( + b.a)) 2 
+ A, (s: +bx)-Ig:(1 + Ь.а))? 
ы. Ze. s ME... 
Diese Reihe ist ein besonderer Fall von 804, wo 


b.dx 1 1 + bx 
en -- 


фх = lg:(1 + bx) , also афх = 
1 + bx 


Die Bildungsweise der Vorzahlen ist 


А == ee ч ч + h) 
b da 


ks t 4 
oder nach 471, wenn u= т +a und Y=F(a + h) gesetzt wird 
) 


837 Aa ЯКА a (iQ AU d'F(a + h) 
) a CH | nee. E + a) === 
(0-2) 1 de d’F ‹ h 
+ Dos [+ а) deg ) 
“(ылар (re а. Fer 
ES ۰ hd . . ° . . . . 


°" d'F(a + h) \ 
: da” 


Die Vorzahlen können auch wie in 470 angegeben werden. Wronski 


EEE n]: + а) 


findet Seite 449 ein anderes Gesetz, 


518 


F. Entwickelung von F(x + h) nach deu Potenzem von 
(Are : Т = + с.х)) 
% 224. 
Es sei 
83) F(x+h)-Fa+h)= А. (Аге. (tg =b с.х) - Arc. (tg =b + c.a] ' 
+ A. lAre.(ty—b+0.x)-Are.(tg=b+ c.a))* 
+A. (Агс.(їд =b+c.x)-Arc.(tg=b+c.a)) : 
шағ 25. Ы NS ces us 


Auch dieser specielle Fall von 804 verdient besonders gewürdigt zu 
werden. Es ist 
1 __ 1 + (b + ex) 


фх = Arc:(tg = b + cx) und = 
Фх c. dx 


Die Bildungsweise der Vorzahlen geben nach 804 folgende Zeichen an: 


E. du a dy 
839) A = mud + @ сау). 2) F(a + h) 


1 


Wählt man aber die zurücklaufende Bildungsweise 806 
d'F(a + h) 


1, да“ 


840) = А,.С(п,1) + A,.C(n,2) +...+ A,.C(n,n) 


d'qa фа 
ШЕРТ H 42 да? pa * ° 44... 4... J 
so müssen die Elemente, aus welchen die Verbindungen C(n,1) , С(п,2),... 


gemacht werden sollen, nach den früher aufgefundenen Gesetzen gebildet 


werden, nämlich nach der Vorschrift 415 


а"”да SC m in" m m 2Y-2m-1 
841) gen = (-) s= .2" „(b+ca) .(1+(b+ca)’) 


+ ef" EN M. (b+ca)""*.(1+(b+ca)’)"” 


xU > au (b+ca)""*.(t+(D+ca)')""*' 


x: (m-3)'"* 


+( =) Su 2775, (b+ca)" °. (1+(b+ca)*) 
oder auch nach 416 
849) = (ree) [ (—)" E. A .(b + сау" 
e on) 


Do Gb e 


+ . H H H LJ . . . 
Bei Wronski Seite 461 findet man eine unabhüngige Bildungsweise 
der Vorzahlen А,, А,, А 


go 


520 


G. Entwickelung der Function F(x +h) nach den Potenzen von 
(х-а), von h und von x; ferner Entwickelung der Function 


F(x,+h,x,+h, ,..x,+h,) nach den Potenzen von h,, h, ,.., h,. 


é. 295. 


Wir heben diesen sehr speciellen Fall besonders heraus, theils wegen 
seiner grossen Anwendung, theils deswegen, weil er gewöhnlich als 
Grundlage der Differentialrechnung gewählt, und also auch in geschicht 


licher Hinsicht merkwürdig ist. 
Unmittelbar aus 804 folgt, dass 


d' F(a +h) 


848) ED PG +h) e (=a. m 
d° F(a + h) 
17. da* 
Ф F(a +h) 


ЫТЫ 


+ (x-a)’. 


' + (х-а). 


+ . . H . H D . 


Diese ist die allgemeinste und bequemste Form; andere Formen er- 
hält man leicht, je nachdem man x, a, oder h verschwinden lässt. 


Nimmt man z. В. a=o, so wird 


ы , d'Fh а d Fh 
844) F(x +h) -— Еһ + 2 1 dh‘ x . 1", dh? + з э 
oder wenn man h und x vertauscht 
ха dXX . Ex 
545) F(x+h) = Fx + h des ch h . m dx Тев4.. 


oder wird h = о angenommen 


d' Fa = „dla 


846) Fx -Fa = (х- a pu an + (х-а) 6 nda! + 00 oo 


und 
: = !F(x—o 
d un у ҮЛ 
& 226. 


Oft hat man bei der Entwickelung in Reihen sich nach der Natur 
der gegebenen Functionen zu richten. Ist 2. B. (іу) = (fQx)' in eine 
Reihe nach den Potenzen von x zu entwickeln, und ist 
848) fy == Ас. we A. PH dome. 
und 

у =x =B XS Bif" рТ Ны ER... 
so werde fy zuerst auf die nte Potenz erhoben 
буу = ey ty РИНЕ 
und dann die Reihe y auf die verschiedenen Potenzen na, nap1b, . .. .*. 
nach der Vorschrift 
y — ун. ҳоро + propo sx BERE oer + y fsa хана һе е n Ls 

Es entstehen hiedurch folgende Producte: 

849) (fy — (yy. (уе ат уды. көк уча meet o A.) 
"EGO NOS UE. t aw ren a e ei 
+ (Гу). (у ae аа ere А. заа Т) 


+ ” D D D e . . D D LI D . D H Ы + . е H . D D 


Je nachdem nun die Grössen а, b, h, k beschaffen sind, werden 
diese Producte sich entweder zu einer allgemeinen Reihe oder in mehrere 
Reihen gruppiren lassen. Es sind hier vorzüglich drei Fälle zu be- 


achten: 
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“ги 
22 


Erstens ist h = o, oder ist 


850) [AN у" А, уе E A y SE opes. a Ж. 
und 

Wm D^. PE кешіре o en b р. 
so ist 

(lp 2 E +E x Es. ху 2..." . w : 
wo 


E, = (fyt. y" Ep +1) + (fy) tz. y™™ ps1) +..... 
Zweitens ist k= h.b, oder ist 


851) =A суз m Sc ee: 


2 
und 
— h tırabıh EL 
y = Bu. x" + B,.x'""" - B,.x ume ELT 
so ist 
(fy) — Ge + G ur + G, Pal E > 7. 


wo 


б, = (fy н.у" fp + (fy Б.у" f(p-1) + (ffs. yT Қр-2) „+... 


ке US + (fy) fp 4 yaa 1 

Drittens ist k= - h.b, oder ist 
852) fy A. vy" eh уй EA ez, 
und 

y B. x^ 4B, ra Bro Maggele ы. 
so ist 
(yr Sat, x" MOS АА он 
+H KS E SC LEE? ar 

wo 


H, = (fy) fi. y" pe) (fy) fe. y f(p+2) + (уу f. y" Кр+з)+... 


WWwW.rcin.org.pl 


523 


wo p= 0, 1, 2, 3,.... und auch ш---1,-2,-3,..... gesetzt werden 


muss, und zu berücksichtigen ist, dass у"Қо), y'f(-1), . . . . = о. 


Beide Reihen, wovon die eine nach den steigenden und die andere 
nach den fallenden Potenzen von x fortgeht, bilden nur eine einzige 


Reihe, die weder Anfang noch Ende hat, und deren Mittelglied A,x"" ist. 


i^ 37 


Soll eine Function f(x,, x,,......, x,) von mehreren Grundgrössen 
X, X, X, in eine Reihe nach den Potenzen der Zunahmen bh bh... bh. 


dieser Grundgrössen entwickelt werden, so ist das Verfahren folgendes: 


fx +h. e ES рх) 
h: di 
ue dx кх X5 X) 
h? а: 


"ESTEE KÉN 


p * ro f(x 


T . H . * 


* H * . D H . 


Nimmt x, um h, zu, so geht f(x, X,...,X,) über in 


ху, x, + ВИ. х у Ios, 3I... 0) 


h: d: 
CO .--т К(х,,х„,...‚х) 
h? а: 
пн gar," dx: (KR, 09 335.) 
F + % * . . *. % * LJ ° ` е 


und es wird 


66 * 
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eh О в... = Жо, x, yx.) 


hi qt h а 
+ PLIN i dx To. X) * FELL Ë dx: Ө.) 


h? а hh d? h? 2 
ұлы — NX Хх S e DS. ux x,)+ m 


ER SC 15 ЖЗНЕ dx: dx: 
+ D D . . » в ` в е . . ` . . e ` . ° е . 


Man erhält allgemein folgende Reihe: 


853) f(x, +h, x -h,,...., x, +h.) = 


— .. +A WU GM CK MNS clo 


0,0,0,* e 1,0,0,* 


+ A .h +A EN ux 


Orle se o 2 151,0; 


+ A och * À ын 


0,0,3) * 150,15 * 
т=з... РЕТ ФОС > 
АА... АЛЫШ 
+ А, bh 
Ve E. Sem rg К» 
wo 
; E er этан "їл dxs dx. 21272796: ах 


Soll f(x, , x,,...,x,) nach den Potenzen der Grundgrössen x , x ,... 
1 2 
entwickelt werden, so wird in vorstehender Entwickelung x, = x, =.. 


=s = und x,,x,,...,x, statt h,, h,,...,h, gesetzt. 
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Ist y, = re 


GR, 5,,....) 


„Я 
| 


und soll f(y, , Y, › у,,....) іп eine Reihe nach den Potenzen von ж ek 
2... entwickelt werden, so kommen hiebei jene Wahrheiten in Anwendung; 


welche in den 55. 76, 77, 78, und 90 gefunden sind. 


526 


E 


H. Wenn die Hauptfunction noch von einer anderen 


Function begleitet wird. 


a) Im Allgemeinen, 


% 228. 
Es seı 
855) F(x + h= A .(0x-ga)'.f”x 
+ A .(ex- pa). f x 
+ A,.(@x- pa)? .f x 
% 
Die Reihe wird differentürt, nach jedem Differentiiren durch dës ge- 
messen, und dann x — a gesetzt. Durch diese Geschäfte entstehen, weil 


für x —a 


1 d E "n fin) d h ue) 
um) (4х- ar) = i (aga) {а 


folgende Gleichungen: 


856) LA e, Lë) Қазһу-шаА,. E ) fra 


` dpa 
фанаа 
aly dga 1 аға 
1 


— F(a--h) = A 
E durs An. 
(а (WEEN а ac.) "a+ f aA, las) f*a 


1 
Hl) қаза, 1 


афа 
und allgemein 


d 
афа 


d 
dpa 


1 


A (доз) F(a h) =A, =Í dy 


p TU +A ms 
dpa] 


ur oiy 


l f^a-A, caps аа) — 
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welche die zurücklaufende Bildungsweise der Vorzahlen A,, А,,.... an- 


geben, und die auch schon Bürmann Seite 39. $. 9 gefunden hat. 
Die unabhüngige Bildungsweise kann, wie es in $$. 137 und 138 ge- 


zeigt ist, aus dieser zurücklaufenden hergeleitet werden. 


b) Im Besonderen. 


& 229. 
Es sei 


857) T(x +h) = A, + А. Au 
b, + ¢x 


(ex — фа)? 


+ hk 


(О, + аху, + сх) 


+ . H H H D 


In diesem Falle ist 


fir > an i 
(b, + ex)(b, + px)... . (b, + Ex) 


und wenn wegen der Kürze 


858) т = с, und [c ,c,,..., e ]” = [р]! 


gesetzt wird, nach 449 


1 d 
=e ЕЕ Bn = (= S . .... . ШУ 
1" (а! а ( ) с, с, ES [pl 


Die zurücklaufende Bildungsweise der Vorzahlen der vorgegebenen 


Reihe ist also nach 855 
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1 


859) n (ауға ALD MESE Uu BE 


- A, [B] TT 


db ола ТВС. o ас... C 


3 “б Vn=2 


fem D D D + 
8-4 (ae 
(SAC 
Aus dieser zurücklaufenden erhalten wir die unabhängige Bildungs- 


weise, wenn wir n = 1, 2, 3,...,n Setzen, die Gleichungen, welche 


dadurch entstehen, nach ihrer Folge mit 


(m=) , И О ма ае" 


vervielfachen, alle diese Gleichungen zusammenzühlen, und nach unserer 


Analysis Seite 256 N. 413 


(n- De, [q] ”— (n- Шам» [ql di IS А, (-) (n-1)'*. [na > = 0 


setzen. Hiedurch entsteht die Gleichung 


"l1 


ла 1 Lyn а, Y 1 (ө) d Ü. 
© A E une D. Tga) Path) +... + ge =1) 1 EZ F(a + h) 


oder, weil 


inep) 


ee, en, nl EE 
ib да "b. аса) 7 (b, + ба)...... (b,., + ба) 
ist, die Gleichung 


/ 


860) А" = Quen. (b, + qa,..., b, + gy" те (56) Баз) 
ü 


* (b, + COMAS M + дау”, š 42 F(a--h) 
Y 


on COR CLOS, от. Ж. 


ee (а) Fe) 
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Diese Bildungsweise kann in einen besondern Algorithmus umgestaltet 


werden. Es sei nämlich 


861) ST | 3) ea 

und 

862) fm) = v'f(m-1)  (b,, + фа). v'f(m) 
Betzen wir nun n Z 0, 1, 2, 3,..., so erhalten wir 


v'fm = [f(m-1) + (b, + Qa).fm 
тін = v'fim-1) + (b, + Фа). v'Ím 
= f(m-2) +[b, + фа 
b, + фа 
vfm = v'f(m-1) + (b, + фа). v’fm 


.fím-1) + (b, + Фа) (b, + фа). fm 


=  f(m-3)« |.b, + Фа]. f(m-2) + |(b, + Qa) (b, + фа). f(m-1) 
b, + Qa (b, + Qa) (b, + фа) 
b, + Qa (b, + Фа) (b, + Фа) 
+ (b, + Фа) (b, + фа) (b, + фа). fm 
u. s. W., und nehmen wir zugleich m = 2, 3, 4,.... an, so erhalten wir 


dieselben Producte, welche aus 859 für A,, А,,.... entspringen; es ist 


also 
863) A, = ( + @a). e" fn 


und die vorgegebene Reihe selbst 

/ h HT í x-ia)' WT ZO 

864) е dE fa) 
(ах-7ау 

ф, + 9x) (b, + фх) 


: (Qx-ga)' 
(b, + Qx) (b, + Qx) (b qx) 


+ HM H е 


. (b, + Фа), vf) 
Cb, + фа). v!f(3) 
67 
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Wronski hat Seite 496 eine speciellere Reihe, wo фх = x, unter- 
sucht; er findet für diesen Fall Seite 498 Ко. 481, aber durch ein von 
dem unsrigen ganz verschiedenes Verfahren, die Gleichung 859 und Seite 502, 


503, 504 die Gleichungen 862 und 863, wenn in ihnen фх == gesetzt wird. 


Ist nicht allein фх = x, sondern auch b, = b, —....— b, oder ist 


865) F(x+h) =A, +А (= jh. AE NS des: We 
S ' \х+Ь x+b х+Ь 


so finden folgende Bildungsweisen statt: 


zt  qNol-ı 
866) @ + ау. E SE, 
ا‎ d 
1? і 


ҮЗЕ T À 


"D 


>" r 
(-) D ( ) A 


"anm ec 
und 
1 1 d)" 

7 == 3-е, ж ==, | (Т оа 0 Е h 
867) А, Г =, ( +а) 773 (a + h) 
oder 

_ (ше ау „EFla + h) 
868) Ale a ak Фа) Er - 


(n-1)'"* b аў d"'F(a + h) 
an m Ы ( a) 9 ORB. да" 


„tray Her h) 
"ED TRU Да"? 


Ki . LU * a ° . . D 


„a + at „а +) 


ты! 2 m", dai 


531 


Die letztere Bildungsweise 868 findet auch Wronski Seite 466 


b 931. 


Ist die Hauptfunction фх = х und sind die begleitenden Functionen 
Гох eier ы ІР” 
oder ist die Reihe für F(x + h) 
869) F(x + h) = A, +A,.(x-a)'. (fx)" 
+ A. (x-a). (fx) 
+ А,.(х-а)'. (fx)’” 
+ 
so findet nach 847 folgende zurücklaufende Bildungsweise statt: 
370) F(a + h) = A, 
d'F(a + h) 
18” 
Tie NIMM c. 
LOT Fe os 
ФЕ(а +b 4 «Қау 


1°, da ЕЯ 


= A .(la)” 


+ A, бау" 


ақтау" 


+ A, ıl: 1 
1"',da 


+ A. (D) 


` 


d’Fia + WLA di (iaa 


— mn ug Teer 
can 1 . da 


da 


А f n.m 
CAU e + А, . (la) 


ӘР. Пс А5, 


Aus dieser erhält man, wenn шап diese Gleichungen von der zweiten 


an nach ihrer Folge mit 


ET" ақауы” атау" т 


желі, лі 3 TEN Ы TO Ta. 
Л iu da" 1 ШЕ BED лы 2 МІРДІҢ da? 


vervielfacht, die unabhängige Bildungsweise 


= AR ex dF(a + By 

8 == 6-4 E ре аша ш 

71) А, = ==: on (co ru 
67% 
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Die Reihe selbst ist nach diesem 


79) Ik+h= Fa+h 


Q 009. Чие um (кау "= dF(a + Һ) 
dar V б | 


ni da 
, DH, А d I (tay. аҒ(а + h), 
1° 1 Pr (5 da 


а 


, (9). (iov 2 cg (ба ау, dF(a + h) 
god " dai 2 \ ü —) 
oder ist fx = -— , 80 ist 
fx 
873) F(x + h) = F(a + h) 
1 x a а [ ıu dF(a + h) 
--. le с Жш. 
p | | da^ Ve | 


1 (fx)" da 
1 х-а\? d li Ж” dF(a ar bn 
de ig dep t 
+ D a . D D D D 
{. 232. 


In dem besonderen Falle, wenn 


Ex, (Ек dë 


ist für h= o und a = o 


873)" + Ox zm (OR, xy 


3 [= deeds E ae Ger ke) 


Ts SE dx Ze: a en! "n 


-0 
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Ist 


x =a а р + а, ха е е . 


und 
— 3 
eb Ww Dog» F BASX" de. a 


so finden wir vermittelst der Gleichung 48 Seite 66 unserer Analysis fol- 
gende Entwickelung: 


875) (a + a .x! +a xt +a o г NC (OI bo sb Tx lorum 
T pen | za 
SN ees О. 


(P.Q"**f» | x ' 


п + 1.m 


dE Qu ES EX 
ME ТЕ, A (e) 


+ H . . . . . 


wo P= n.b, + (nc 1.m). b,.x' + üm +2,m).b x! +...... 


und 
О== ари хуа, EE Ж. 
Wir überlassen dem Leser die Herleitung dieser Reihe. 
Ist 
P=: und Q= a + bx 


so ergibt sich aus beiden die Entwickelung des Binomiums, dessen wir 
Seite 31 erwähnten. 
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с) Wenn die Hauptfunctionen verschieden sind. 


é 233. 
Es sei 
876) F(x + h) = A,.f'x 
+ A fx. (Pg x -0 a) 
+ A, эк, (фохта) (9? pra) 
+ А P? (Px фра) (QE o Oa) (Pix = фр) 


"bore ws gi > 


=A NR + AQ px HA, Ух +...... 
Dafür x= a und für {<n auch immer 
dp. x 
dx" 


so führt ein mehrmaliges Differentiiren dieser Reihe zu der zurücklaufen- 


den Bildungsweise der Vorzahlen 


877) d’F(a+h) — À da, а} а А CN аа 
да" El da" ` pt da? uu ax RP аа" 


welche auch Bürmann Seite 37, $. 7 findet. 
Diese zurücklaufende Bildungsweise findet ohne weitere Abánderung 
auch statt bei der Reihe 
878) F(x+h = A,.f"x 
+ A, .f x. (Pp x= Qa) 
+ A, fx. (x= pa) (px — qa) 
+ А,.Ё”х.(@”х-ф'"а)(ф”х-ф"а)(ф”х-@'”"а) 


+ H . . . ۰ D D D D H D D . . . . . 


ж 
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VI. Entwickelung einer Function nach den Potenzen einer 
anderen Function, wenn die Elemente beider Functionen 


durch eine Gleichung gegeben sind. 


4. Untersuchung über Gleichungen. 


ў. 234. 


Wir fangen diese Untersuchung mit einer Aufgabe aus der Theorie 
der Gleichungen an, welche wir, weil sie nirgends so vollständig ge- 


löst ist, als unser Zweck es verlangt, als Vorbereitung zum Folgenden 
hier aufnehmen müssen. 

Die Aufgabe ist folgende: Es sei 
79) OSA + EE AS w. a АЛЫ” 

Man entwickele х"*" nach den Potenzen von x’, хе, x',...,x"' 
oder man bilde die Vorzahlen der Gleichung 
880) xt = E, ER A e E xs: 

Wir nehmen eine Gleichung vom mten Grade an 
881) o = B, +B.x'+B,.x’ + s... kb D. x<" 
vervielfachen diese mit der vorgebenen 879 
o = А,В, + A,B x tA Bax? + .... + ALD, xU + A. B. .х"" 

A B, А,В, А Së 
А,В, 
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Dieses Product wird mit 


o=E +E.x' + E,.x’+..+ Ex - x” 

identisch sein, wenn 
852 - -i a; Б. 

D —M. UE + A. - Bi, 

о == Au В, + A... Б” + А, B... 
und wenn 
883) RS, SR 

E = A,D. + AB 

E = А,В, + A, AB 

E EAB 4 BR +A EIER, 


Die Gleichungen 882 geben die zurücklaufende Bildungsweise 


Grössen B,, В, ,,.... 


a) 


В. = 
В, = 
В, = 
KC 


und allgemein 


>|- 


ыр 


g te 


+ + 
сй. 


E 


der 


an; die unabhängige ist 
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884) Б = A; .С(о.п-шер,о) 


+ A? .С(і.п-шер,!) 
- A,’ .C(2.n-m4p,2) 


Ф э -% 74 EC 


GJ" АГ С((ш-рХа-1), m-p) 
(A m] 


Nach 882 und 884 werden die Grössen В,, В,.... aus den Vor- 
zahlen А, A,,.... der vorgegebenen Gleichung 879, und aus diesen 
Grössen die Vorzahlen Е,, Е,,...... nach der Vorschrift 883 ge- 


bildet. Die Gleichungen 882, 883, 884 lösen also die vorgelegte Auf- 
gabe. 


Werden die Grössen В,, B,,...., deren Bildungsweise 884 angibt, 
in 883 eingeführt, so entsteht diejenige Gleichung, welche Hauber in 
den Comb. Samml. 2 Bd. Seite 235 zuerst auf einem Wege gefunden 
hat, der sehr verschieden von demjenigen ist, den wir hier eingeschla- 
gen haben. 


é. 235. 


Nachdem wir das über diesen Gegenstand Bekannte vorangeschickt, 


gehen wir zu demjenigen über, was wir selbst gefunden haben. 


Für unseren Zweck ist es nützlich, die vielen Producte, aus welchen 
die Vorzahlen Е,, Е,, Е,,..... zusammengesetzt werden, nach den Po- 
tenzen des A, zu ordnen. In dieser Hinsicht bemerken wir, dass in B, 
nur dann A, vorkommen kann, wenn p=m-n oder wenn p < m-n. 


Findet diese Bedingung statt, so ist 


68 
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| 
= 


C(qn-m-p, q) een A} .С(4.п-тер,0) 


ıl-ı 
(Ar, A) Al .Clg.n- map, 1) 


D 


S 


218% 
+ س‎ AR 5 C(q Dn -m-p, 2) 
+ 
qnemsple 1 
< 
wid 


Жш" AZ" ,C(qg.n-m+p,g.n-m+p) 


(A, А. +оо 93 A 


Hiedurch erhalten wir folgende Bildungsweise der Hülfsgrössen 


885) B, = (p.. A; + (р) Aj + (р),. Abt eot (s AU 


886) (p = СУ س‎ . A;".C(sn-m-«p,o) 


* 
11-1 


+ (-у Ge ‚Ar? .C((s4)n-m+p, 1) 


а" 


-CU en ‚Да ш. C((s+2) n-m+p,2) 


+ 

\kl=ı 
+ С k+ Ке ak Ace + k) n-m+ р, К) 
+ 


=р- 1-1 


Фаг Gun) AEG ((m-p)n-m+p,m-p-s) 


E BEE 


LA. А,, Шы m А.) 
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Die Bildungsweise der Vorzahlen der Gleichung 880, welche cH 


suchen, ist also folgende: 
887) "E = М.А; + MTA! ORUM. Ar + ,... + M NBA” 
wo 


888) MP = (Du, %(4-0,.А, ж(4-9,. А, + (q93),- A, +...  (0),. A, 


б. 236. 

Alle diese Gleichungen 882, 884, 885 geben die Bildung der Hülfs- 
grössen В, В,,.... aus den Vorzahlen A,, А,,.... der gegebenen Glei- 
chung 879, die, wie bekannt, aus den Wurzeln dieser Gleichung zusammen- 
gesetzt werden. Es müssen also auch die Hülrsgróssen В, mithin auch 
die Vorzahlen E,, Е,.... der Gleichung, die wir suchen, aus den Wur- 
zeln der vorgegebenen Gleichung gebildet werden können. Um dieses 
Verfahren kennen zu lernen, nehmen wir an, dass die vorgegebene Glei- 


chung aus folgenden Wurzeln zusammengesetzt sei: 


889) VEN FASERN... tA ТАР e 


п-4 


= (х-а,)(х-а,)(х-а,).....(х-а,) 


wo die Vorzahl von x^ nämlich A, = 1 gesetzt ist, welches die Allge- 
meinheit der Untersuchung nicht stört, weil jeder Gleichung diese Form 


gegeben werden kann. 


Es ist nach unserer Analysis Seite 254 N. 412 


+ А„„,.[а,‚,а,„,..°› aj" 
ЛА ваа a 
+ Pen 
Ka 


A ET гал] 


[а,а,,...,а‚„]” 


68 * 
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Verbinden wir diese Gleichung mit jenen in 882, und setzen p= 1,2,.., 
so erhalten wir eine neue und merkwürdige Bildungsweise der Hülfs- 


grössen, welche von den vorigen sehr verschieden ist: 


890) B. ess 4 
Б... =- [a, ; а,, шы) aJ” 
Н-ға oM..." 
Ban = EE, e 


Bi iz а, га. гра" 


6 
Für unsere Aufgabe: aus der Gleichung 


ET wr EC COEM 


n4m 1 


den Werth von x"" durch x°, x", x',...,x"' darzustellen, haben wir 
also mehrere Wege aufgefunden, die zum Ziele führen; man kann näm- 
lich die Hülfsgrössen B,, В,,...,В, entweder nach der Vorschrift 882, 
oder nach 884 oder 885 oder 890, und zuletzt die Vorzahlen E,, E,,.., E 


9 й-| 


entweder nach der Vorschrift 883 oder nach 887 bilden. 


4 28k 


Diese Untersuchung gibt uns Gelegenheit zu einer neuen, für die 
Theorie der Gleichungen sehr wichtigen Wahrheit, die wir noch nirgends 
gefunden haben, nämlich: 

891) Jede Gleichung, in welcher nach der höchsten Potenz 
von x mehrere Glieder fehlen, ist aus zweien Gleichungen 
zusammengesetzt, muss sich also auch wieder in diese zer- 


legen lassen, deren Vorzahlen so beschaffen sind, dass die 


541 


Vorzahlen der einen Gleichung die geordneten Verbin- 
dungen mit Wiederholungen aus den Wurzeln der anderen 


Gleichung sind. Oder die Gleichung 


x" "o E xX £ ET’ +... .. + Ex ШЕ e o 


ist entstanden durch das Vervielfachen der Gleichungen 


HA. SIT + А _,.х”*+....+А.х' + А = o o 


und 


m=? 


X” + D. те оа B ee p 


1-2 


x" + Ba 


wo Bi, B. B 


Wiederholungen aus den Wurzeln der Gleichung z sind, 


die geordneten Verbindungen mit 


m-i 


so dass, wenn а,, а,,...,а, die Wurzeln der Gleichung а 
sind, oder wenn 
(х-а)(х-а,)(х-а)....(х-а,) = o 
ist, die Vorzahlen der Gleichung @ sind 
m-1 = + [2. , а уза, |" 
De ара..." 


DS Ba 


т” 
Zum Beispiele Ше Gleichung 
x — 063 x + 162 == 0 
lässt sich in zwei Gleichungen 


x’-3xX+ 2—0 
A 3 = 2 - 1 — 
X +3X +7X + 15.X + 31 © 0 
zerlegen; die Wurzeln der ersten sind í und 2, und die Vorzahlen der 


anderen sind die geordneten Verbindungen mit Wiederholungen dieser 


beiden Wurzeln, nämlich 
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"ge өлігі Ao mme. dd. 1 S == kaa t A i‏ ج 
1.1.1.2 + 1.1.2 + 1.2 + 2“ 
i5 222 + 1.2.2 дь 11.55, 91,‏ 
„о, оо‏ 2.2.2 + 
2.2.9.2+ 

{. 238. 


Wir wollen diese Untersuchung mit einem einzelnen Falle beschliessen, 


und n = 2 annehmen; oder es sei 
892) x + А.х + A =o 
Mau sucht 
x" -E.x'-E, — 0 oder ët =E, + E,.x' 


Die Auflósung dieses speciellen Falles ergibt sich aus 887, und ist 


тун" (т-2) > | 


893) E, =(-)""' Sg у О ОРЕ EE 
1 1 


Alain 13154 D 25-4 
o um ro a eu ا‎ 
1 


1 

Kramp hat in seiner allgemeinen Arıthmetik vom Jahr 1808 diesen 
speciellen Fall behandelt, und Seite 401 N. 626 dieselbe Bildungsweise, 
welche hier 893 angibt, auf anderen Wegen gefunden. 

Setzen wir ooch A, = 1 und A =-2.cos:a, oder nehmen wir 
an, dass 
894) x’—-2,008:4.xX 4 1 == o 
so finden wir nach 893, dass 


895) 52% % sin (m + 2)a sin (mM + 1)a 
73 sina т sina 

Diese specielle Wahrheit fand Euler im Jahr 1779, sie wurde aber in 
den Schriften der petersburger Societät erst im Jahr 1809 Seite 23 bekannt 


gemacht. 


www.rcin.org. pl 


543 


B. Entwickelung von x" nach деп Potenzen von z und 


X, wenu = N, AA х ТА... А 


— 


% 239. 
Diese Aufgabe können wir, nachdem alle Vorbereitungen vollendet 
sind, jetzt mit Leichtigkeit lösen. Wir setzen in der Gleichung 887 
A,—z statt A, 


und für (A,-z)' die Producte 


11-1 21-1 ъ1-( 
мала а 5 
1 1 1 
Wir erhalten folgende Reihe: 
896) E ММ а ож. ENS. 
wo с 
BER DÉI DET 51-1 
897) Kies T AIMD OD an Өн "дуре к „ш acer 
і 
und folglich aus 880 die verlangte Entwickelung 
898) хе — N -NEZ + W.2’-.. E EN aE 
+ x'. (х S Nd 7! + INA 23 = SE (=), а") 


+ x (Мат Ne, (PND, 2°) 
B "e АА Уы аал в MET CÛ 


+ Sit, Ina» EN NT sa GIN", z") 


- 
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Laplace hatzuerst diese Aufgabe in seiner Theorie analytique des 
probabilites. 1812 von Seite 19 — 25 behandelt. Unsere Auflösung 


D? 
wir hier gegeben haben, hat nichts gemein mit jener des Laplace; auch 


die 


das Resultat ist verschieden; denn nach Laplace mnss man die Wurzeln 
der Gleichung vom nten Grade kennen, welches aber unser Resultat 
nicht voraussetzt, worin alle Geschäfte vermittelst der gegebenen Vor- 
zahlen А, А, A,,...,A; bewerkstelligt werden; auch ist hier nicht 


nöthig, zu untersuchen, ob gleiche oder ungleiche Wurzeln vorkommen. 


Von dieser Entwickelung können wir gleich zu einer anderen über- 
gehen, wo die Producte nach den Potenzen von (х—1) und von z geordnet 


sind. Setzen wir nämlich 


OT 31-5 


x = Wesen + (ха) + en‘ T 
[ d 
und zur Abkürzung 
899) Je Mie (9,8), 


so erhalten wir folgende Reihe: 
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900) хее (ee, (aen, + (1,0), + (2,0), +... + (n-1,0), | 
— 2'. (0,1), + (01), + (2,1), +... ж (п-и), | 
+ 
"2". (Cosm), + (ыш), + (аш), +... + (a=), | 
+ (х-1)'.]+2°. (01,0), + (2,0), + (3,0) +... 4 (n-1,0), | 
меб иу + (2,0), + (31), +... + (u-1,1),) 
E 
(-)'2". (ят), + (2,m), (3m), +... + (n-1,m), | 
+ (х—1)'.|+2°. (2,0), + (3,0), + (40), +... + бак 
ү EEN (02,1), + (3,1), + (41), +... + (в-1,1), | 
(бұл (em), + (3m), + (4m), +... + (n-1,m), | 


Diese Herleitung ist verschieden von jener, welche Laplace Seite 33 


gibt. 
б. 241. 
Wir gehen zu einer dritten Entwickelung über, setzen in 898 
ха о E Ne + ee S aut. 


1:5 1 


und erhalten folgende Reihe: 
901) ee [оо x) 2524 [9,1]. (1g:x)'.z' + [o].(lg: x) .z? 4 .... 
+ [59]-(0g:x)'.z* + [5:1]. (g:x)'.z' + [52]. (lg:x).z! + .... 
+ [20].(1g:x)'.z^ + [o1]. 0g: x)'.z' + 52]. (lg: xy^.z* +... 
Eine ähnliche Reihe findet Laplace Seite 35. 
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С. Entwickelung von F(x +1) nach den Potenzen von 


ф2, wenn z= N L A NS SPA Eech TP AL NI е 


n= 


% 249. 
Um dieser Entwickelung die grösste Allgemeinheit zu geben, nehmen 


wır die Functionen 
Px ee E E 


an, die nach Willkühr gewählt werden können, und zwar eben so viele 


als die gegebene Gleichung 
o=-z+A, +A.X HA. xX te YHA, a + x" 
—(x-xJ)(x-xj)(x-xj).....(x-xj 
Wurzeln hat. Wir zerlegen F(x+h) in diese Functionen, so dass 
902) F(x+h) = X f °x +X ,.f”"x ies +... + Kr 
Die Vorzahlen dieser angenommenen Gleichung werden durch Ein- 


führung der obigen Wurzeln gewonnen, wodurch n Gleichungen ent- 


stehen, 


(L hiya X =. ux РЕР ч. acte 

F(x,-h)z X,.f'x, rä fx, +...+X,.f”x, 

Er wb As fUxs ARME ER 
aus welchen X,, X,,..., X, eliminirt werden. 


Diese Vorzahlen sind Functionen von х,,х,,...; x, 


| 
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903) X, = \.(х,, E ho 


2 Шалы Ken an 


% 
| 


X, = CZ х,, жы? LS x,) 


können also in Reihen entwickelt werden nach den Potenzen von @z, 


so dass 
X, = x + X)'.(@2)' + X, (qz) bb ,... 
wo 
1 ү 
901) Xe. === Kn D a) d, ....; x,) 


und z, der Werth von 2 ist, welcher bewirkt, dass ës = o. 


Bei diesem Differentiren kommen die Differentiale von x,, x,,...,x, 


in Hinsicht z vor; man erhält sie aus der vorgegebenen Gleichung, nämlich 
„= (A +2.А,х' HUA X +... + Ed 


folglich, wenn zur Abkürzung 
1À, IA .X' nox"! = FX 


gesetzt wird, 


mithin 


und allgemein 


69 * 
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Wird nun x=x, gesetzt, so wird 
d"x, ( cr | 1 
"E e 


905) 


a ша für z — 2, 
7X, : di 7X, 


Die Reihe, welche hiedurch entsteht, ist * 
L. S a Pix mom Glen, Re). (ue 
+ (Х.х ROCA xe om + X fex) (gy 
ET ME Ux CES. +, Жө. AEN D 


+ . . e 


Diese Auflösung gibt zuerst Wronski Seite 58. 


www.rein.org.pl 


T H EO R I E 


DER 


WIEDERHOLENDEN 


ЕО N GT J O N E N 


WWW.rcin.org.pl 


551 


THEORIE 


DER 


WIEDERHOLENDEN 


E UC) Р Р Or N 


مه --- 


Erste Abtheılune. 


l. Unterschiede und Differentiale. 


{. 243. 
D. Unterschiede befolgen das Gesetz des Vervielfachens; bezeichnen 
wir das Zunchmen der Grundgrösse x um h durch 
f(x + nh) = g? fx 
so ist nach den früheren Untersuchungen 
907) А" fx = (D-1)"fx 
n fx = (1 + AD fx 
und bei Functionen von zweien veründerlichen Gróssen 
908) A iix SD (a D, - 1) f(x, y) 


A f(x, y) = (à, +4, D," foy) 
und 


552 
909) D'f(x,y) = (1-4,4) f(x, y) 
BIS y) = (n&á, n SS) 


Die vierte Gleichung folgt aus der dritten, wenn 1 +4, statt п, und 


1+4, statt D, gesetzt wird, und so auch die sechste aus der Sten Glei- 


chung. 
б. 244. 
Die Differentiale befolgen auch das Gesetz des Vervielfachens, und 
es ist 
910) U fu ze (di + dia 


oder bei mehreren Grundgrössen 
nf. x: EE LE v 
әгі хат, ж = (2 adhoc dO uus xd" Қас, Xi «s X.) 
Wenn die Grundgrósse um h wüchst, so kann die Entwickelung der 
Function durch folgende Zeichen angegeben werden: 


h.d 


912) f(x + h) = (. | fx 


und bei mehreren Grundgrössen 


913) f(x, +h,x,+h,..,x,+h)= | m lh .d ch, Ach, 


+ 


= (h.d, +h,- zb d. 


+ om De a +h,.d, А) 
\ 


Ho. ГЕЛ: Jenna 


oder 


(ху GE Mu х.) 


ў. 245. 
Nach diesem kann der Unterschied auf folgende Weise durch Dif- 


ferentiale dargestellt werden 
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914) v ax = Tu | fx 
und 


915) Ad хх ceux) = ae + h,. d, Peest Kë 


e ~ 1 х) 


Auch die höheren Unterschiede lassen sich auf diese Weise angeben; 


denn 
АЧ e 2 а + == fx + =: E Bat. 
also 
"— = аве u 29) кук. 
er 
T E , EHS x к муы ES E, AS | 
+ 5 5 7. ° 
TE E R 
oder АБ کے‎ че 


und so auch allgemein 


алты | UE ON 1 Bad 1 hada? : 
916) A Ix = ۰ + alu ssl apes fx 


| h.d D h d Sitt h.d n+2 
== E’ D k D ee E* . ... 
| le) + E + Ir 
wo E'h, E'f2,.... nach den Vorschriften zu bilden sind, die wir in 


der dritten Abhandlung unserer Analysis gefunden haben. 


Eben so ist bei Functionen mehrerer veränderlicher Grössen 
917) атаға" f(x, y, 2) = LS N ii (ne. | к” Ж үю, -— 
hingegen 
918) "Ау 2) = (0-9 + k.d, + ү ) Қх,у,2) 


Diese Gleichungen gelten nicht allein für das bejahete sondern auch 
für das verneinte n. Damit aber dieses gehörig begründet werde, so legen 


wir die Reihe 


Ms = | lr: 


Др 


fx + .....‏ ن 


zu Grunde, und nehmen von Aiden Rückweg zu A" dadurch, dass wir 


h.d" 


in ihr | а A 'Ëx statt fx einführen 
x 
EA 1 het л 
fx "ades 24342 as f ne wt Ее... 
(“| ШЕ. Eë ыл s * ei 
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welche zugleich das Gesetz in sich aufgenommen hat, nach welchem die 


übrigen Glieder von А7" befreiet werden müssen. Wir erhalten nach ihr 


- Һау 1 hd ha": 1 hei - 1 "hd? 
Кене DS RS ci go = ИЕА Мы SI eR 
A fx (x) X cm d = fx SCH LG Ах эп ES Ах | 
mh’ _, ı (hd, A 
—n* ks A fx rem (2) A fx - ... 
oder 
һа ı /hd 1 hd? ` 1 ha’ 
= ee Eee ау Фу ш met = N uu 
H | f Su p ( х/ A x alı Lë A fx 
1 1 1 1 
ыыы Kl 


Durch dieses Einführen der zuerst gefundenen Reihe ist das zweite 
Glied von А7" befreiet; eine Wiederholung desselben Geschäfts wird auch 
das dritte Glied von A" befreien; wird nämlich die erste Reihe für 


a fx in die letztgefundene Reihe eingeführt, so wird 


hd," 1 /hd ° 1 hd,’ 1 hai: 
x ME DR dx geen, 2722 г lom 77 = mu. 
a`’ fx lax) PUE dx] fx m ES X- E MA 
Р 1 1 1 1 
CL Term 
1 1 
АЛЛО n 
10104 
ШЕЛ... 


Bei der Einführung der ersten Reihe erhielt das zweite Glied die 

Union s , und die folgenden Glieder Unionen und Binionen. Bei der 
1 

zweiten Einführung der ersten Reihe wurden im vierten Gliede die noch 


fehlenden Binionen ergänzt, und es traten die Ternionen hinzu. Das 
70% 
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stäte und unabünderliche Gesetz, welches bei dieser Bildung herrscht, 
wird bei dem (n+1)ten Gliede alle Unionen, Binionen, Тегшопеп,..., 


nüonen zur Summe n+ i aus den Elementen 


1 DNE 
120 2 "E T1340 ? 
herbeiführen, und es wird sein 
h 2 
МС a) Сб, dk sl fx-C(a, GES <) &- -C(5,1) =) бэм), 
Сам) +С(з,) 
- С(з,3) 
1 1 1 
FELD 3 u 3 Por 3 . . . % * . ° . | 


919) = ۰ا‎ + sex) ч 2k) + ЗЕ 


Wird wieder a`'fx statt fx gesetzt, so wird 


/h.d)' hy da s 
у“ = (як. (5) + I ri ) EE ER | ® 


Die Wiederholung dieses Geschäfts führt zu der allgemeinen Glei- 


chung 
920) ax = LU T" ES I" E | fx 
1 dx 1 x 


oder in anderen Zeichen 


ск lh 


WW 
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f. 246. 


Aus SV 
Es ist noch übrig, (4) durch 4", 4°*',.... darzustellen. 


Wir finden diese Reihe leicht, wenn wir die Reihen 


hd. [u Sucht? ШЕ кіш uade" Vë 
5 [x qu. sers f б 
Nez LG (а-а)! \dx uc | dx ف‎ 
n^! ت‎ [hd "t 419 25. uk] d hd UE 
M (ш) із (mmy ` Kä E MUS 
hd nea 

Aa 5 — ЕН f + 
nach ihrer Folge vervielfachen mit 

ECTS X (1,0. E T (1... 882) 

1» ire cpm» Euer 
mu (n 1) (n+ 1) 


und von der Gleichung 417 Seite 261 unserer Analysis, wenn in ihr m=o 
und q— n-1 gesetzt ist, Anwendung machen; wir erhalten folgende Reihe: 
(1» (3? 
921) E Ec х= A'Íx- (ionge PE" rn ep ышы 4) қы. + 
dx | (n 1) (n + 1)** 


Diese Bildungsweise lässt sich nach $. 54 unserer Analysis auch durch 


folgende Zeichen bemerkbar machen: 


мар, uA A" А? ^* e | Y 
922) Cx] к {= al = (раза 


in 347. 


Zu allen diesen Wahrheiten von 907 — 922 hat schon Leibnitz, 
der Erfinder der Differential- und Integralrechnung, in einer Abhandlung 
(Symbolismus memorabilis calculi algebraici et infinitesimalis in compara- 


tione potentiarum et differentiarum....), welche sich in den Miscellanea 
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berolinensia befindet, und in seinem 18ten Briefe (commercium epistolicum) 
die Idee angegeben. Joh. Bernoulli macht von ihnen (14r Brief) einige 
Anwendung. Aber vor allen hat sich Lagrange (in den Denkschriften 
der berl. Academie vom Jahr 1772, gedruckt 1774) um diesen Gegenstand 
grosse Verdienste erworben, indem er die Idee von Leibnitz weiter aus- 
bildete, wovon die obigen Wahrheiten die Ergebnisse sind. Man findet 
dieselben Wahrheiten später bei Laplace, Prony, Servois, Lefran- 
cais, Kramp und Tralles. Wir wollen zu diesen Wahrheiten eine 


neue hinzufügen, die wir vermittelst der Gleichung 875 gefunden haben, 


sie ist 
923) LA Be 
п dx" 
Dem, (ou E 
n-1.m 2 
ëss? d'** A" "fx 
из ges -- 
n-2.m d 
+ . . D ` . . . H . ° 


Үр 1 1 
wE= PR M je) 
Diese Reihe entsteht nümlich aus 875, wenn sie mit x vervielfacht, 


P = £y x um uA und 


o = mu) + SC dye 


gesetzt wird, 
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Il. Wiederholende Functionen, 


wenn yfx = f(x + h)-a.fx zu Grundesgelegt wird, 
f. 248. 
Der Unterschied einer Function fx 
f(x + h)- fx 


ist nur ein einzelner Fall eines viel allgemeineren Algorithmus, der ent- 
steht, wenn nicht fx sondern ein Vielfaches von fx abgezählt wird 
f(x + h) - a.fx 
Bezeichnen wir dieses Geschäft durch den Buchstaben y, so dass 
924) yfx = f(x + h)-a.fx 
so ist 
y(yfx) = y'fx — f(x + 2h) - a. f(x + h) -a (f(x + h)-a.fx) 
oder 
y'fx = f(x + 2h)-2.a'.f(x + h) + a. fx 
und so auch 
y(yfx)- у х= fix + sh)-2.a' f(x + 2h) + a’. f(x + h) 
= a.(f(x + sh)-2.a'.f(x + h) + ay fx) 
oder 
y fx— f(x -3hj-3.a'.f(x + sh) + 3.a'.f(x + h) - a’. fx 
uud allgemein 


ni 


"Tm 
i 


925) y'fx = f(x + nh)— .a'.f(x+(n-ı)h) aen, f(x-«(n-2)h)-...(—)"a".fx 


Das Hauptgesetz, welches bei 4 vorkommt, gilt auch bei dieser allge- 


meineren Function. Besteht nämlich die Function fx aus Theilen 
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fx— £x + fx 
so ist es gleichgültig, ob das Geschäft, durch y vorgestellt, bei der un- 
getheilten Function fx, oder ob es bei den einzelnen Theilen f,x , Ех ab- 


gesondert vorgenommen wird. Denn 


ef = y (ge £x) = (f(x + hy z fx h))-a.(£x + £x) 
= (f(x + h)-a.f,x) + (f(x + h)-a.£x) 
oder es ist 
926) yix = yfx + yf x 
Dieses Gesetz folgt unmittelbar aus dem Grundgedanken, der oben 
gegeben wurde, und verdient besonders beachtet zu werden, da es eine 


Freiheit in der Untersuchung gestattet, die ohne dasselbe nicht statt fin- 


den würde. 


Uebertragen wir dieses theilweise Verfahren auf die späteren Wieder- 
holungen у", yy Y's... SO ist 
y fx = ух + h)-a.y'fx 
y fx = ух + h)- a. ух 


und allgemein 


927) y х= y'(x-h)-a.y"fx 
б. 249. 


Die obige Gleichung 925 gibt das Gesetz an, nach welchem y', y^, у", 
..... aus fx , f(x" e h) , f(x + 2h),.... gebildet werden. Dieses Gesetz 
gilt aber nicht allein für das bejahete, sondern auch für das verneinte n. 


Denn nehmen wir in der letzten Gleichung m = - 1 
y Ч(х +h) = fx + a.y fx 
und bilden nach dieser die Gleichungen 
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y ix = fx-h)-a.y'fix-h) 
a'.y’'fix-h) = a'.f(x—h) + а*.у f(x -2h) 
a’, y'f(x-ıh) = a'.f(x-3h) + a’. y" f(x-3h) 


so erhalten wir durch das Zusammenzählen dieser Gleichungen eine Reihe 
928) y fx = f(x-h) + a'.fix-2h) + a^. fx-3h) +... . 


welche das Gesetz angibt, wie o" aus den l'unctionen f(x-h), f(x-2h), ... 
gebildet wird. Eben so erhalten wir die Reihe 

y Ix = y'fix-h) + a.y’f(x-2h) + a.y "f(x-3h) + ..... 
und wenn wir nach 928 jedes Glied derselben in eine Reihe entwickeln 


y fx = fix-rh) жа .Қх-эһ) + a'.fix-4h) +..... 


+ a',f{x-3h) + a’.lix-4h) +..... 
+ aè f(x-4h) + ..... 
+... 
oder 
y fx = Қх-аһ) + 2.a'.f(x-3h) + s.a'.f(x-4h) + ..... 


Der Uebergang von y^ zu y^ findet statt bei y^" zu y^, bei y" 


zu y',.... und führt zu der allgemeinen Reihe 


11.4 11-1 
929) y "fx = f(x—nh)— LA .a'.£(x-(n+1)h) AER a? f(x—mn42)h)-. e... 


welche dasselbe Gesetz befolgt als die Reihe für A", 


% 250. 
Die Function f(x nh), in welcher x die Zunahme n.h erhalten hat, 


lässt sich umgekehrt aus den Functionen y^, y', y^, ..... wieder bilden, 


Es ist 


fxh) = a'.fx + y'fx 
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‚ Ferner ist 
x+h) = а. Kx +h) + у f(x + h) 
| eye) сука S 
Sau. dx + 2a yfx + ab 


und allgemein 
1-4 21-4 тізі 


930) f(x-enh) = а*.Їх + o a.u fx + var a; pes, Anm 


о nt 
nn OU ‚а .Y fx 


Die Reihe für das verneinte n wird dadurch gewonnen, wenn nach 
der Gleichung 
fx = a`. f(x+h) =a". y'fx 
folgende gebildet 
fx-h) = a“.fx = a’.y'fix-h) 
- a'.y'fx-h) = - a’.y'fx + a’. y’fix-h) 


+ a°.y’f(ix-h) 4a7.y'fx - а”. y f(x — h) 


| 


- a^ .y'f(x-h) 


£ д#* ye 4 a y feed) 


und alle zusammengezühlt werden; es entsteht die Reihe 


931) f(x Au = а". — al. ух + al. fx -ay fx +. .... 


Nach diesenyist es nicht schwer, die Reihe für (х-аһ), f(x-3h), .... 


zu bilden; man findet allgemein, dass 


Car", gir Ae 


ME lm m y [x + о... 


932) f(x-uh) =a".y’fx + 


Die Reihe 930 gilt also nicht allein für das bejahete, sondern auch 


für das verneinte n. 
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ў. 251. 


Die Bildungsweise von үгіп 925, so wie auch von {х + nh) in 
930, lässt sich durch einfache Zeichen bemerkbar machen 
yfx = (П-а)Ёх und р fx = (a+) fx 
und allgemein 


933) y fx —.(0-a)fx und 0" х = (а+у)'Чх 
Dieses Zurückführen der gefundenen Reihen auf das Binomium ist 
sehr nützlich; da nämlich y = П-а, so ist auch 


a 
— = 1 - x oder а.Ш == dien 


folglich 


= er —1 a = 
а. 0 =1-—.y.0 eu ENER 


.- 


oder 


11-1 1-а 
934) a" f(x-nh) = fx - aae fa ta .y'f(x-oh)-..4..... 


Diese Reihe gilt für jedes mögliche n, und findet leicht ihre Be- 


stätigung, wenn іп der Reihe 925 n=0o, 1, 2,... und x = x, x -h, x-a3b,... 


. e . n nili-1 
gesetzt, diese Reihen mit 1,- — , SECH 
1 


hM. vervielfacht, und alle 


1.2 


Reihen zusammengezählt werden. 


$. 259. 
Bei Functionen von zweien veründerlichen Grössen finden wir Fol- 
gendes: Gehórt a zu x und b zu y, so dass 
935) y fx = f(x +h) - a. fx 
y fy = fy+k) - b.fy 
so ist 
ТІРЕ 
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y, y, Kx, = », | f(x +h, y) - a.f(x, y)) 

= f{x+h,y+k) - a.f(x, y c k)- b, | fix+h,y) = a. f(x, у)) | 
oder I 
y,y.f(x,y) = f +h, y +k) - а.х, y +k) + b.a. f(x,y) | 

- b.f(x + h, y) | 
Dasselbe erhalten wir durch y, y, f(x, y); es ist also 

936) vy, y, f(x, y) = у, у, у) 
oder es ist gleichgültig, in welcher Ordnung die Geschäfte y, und y, 


vorgenommen werden, 


{. 253, 

Der Buchstabe y hat eine allgemeinere Bedeutung als а. Wir kön- 
nen jenes Geschäft auf dieses einfachere zurückführen, und zwar da- 
durch, wenn wir 
937) a= 1-йрьһ 
annehmen. In diesem Falle ist 


убх = f(x+h) - (1- q.h). fx = f(x+h) - fx + q.h.fx 


oder 
938) yfx — q.h.fx + afx 
Jetzt lässt sich auch yfx sogar durch h messen, und es Ist 
fx Afs 
939 UI «aix „кез 
h | h 


und allgemein 


940) Gs E (ч + A Чх 


: wur Қы) as 
ГІ = с Ë 


a UD 


Umgekehrt ist 
941) [+] ® = d E q) fx 


y Dent vu wu. Те 


КАР + КЕ — -—— Teer *... 
hë 1!!! q Т5 "EG h" 2 


- 


Wird sogar nach dem Messen mit h diese Grösse h— Oo gesetzt, und 
dieses dadurch bemerkbar gemacht, dass der lateinische Buchstabe c statt 


des griechischen y, und cx statt h gewäflt wird, so ist 


x dfx 
942 Есе ar 2 f L + n 
) cx 19% ах 
und allgemein 
Р "fx c u ^ d u 
943 АА 4 мым = FESSA? 
(ex)" | сх | ji dx | = 
i nm 74 d'fx nas: Uf "l-1 Tf 
* yt n ge. СА vg es n ә «ФАК 
Екей 22 EET s i-e vt E Da nus lier cr 


Wir können selbst fix +k) in eine Reihe entwickeln, welche nach 


C'Íx , сіх, сіх,... fortgeht; es gilt namlich die Reihe 930 für jedes 


mögliche n, also auch, wenn n = к: und es ist 
1 
E k | Б "fx 
We ss Vip sse Mo EN : = Г 
ВОЗИ. у= е JN LM Es momo. 09)... 


Da diese Gleichung für jeden Werth von h gilt, so kann auch h = o 


gesetzt werden ; dadurch wird e 
[имен k" 
-qh = 1 _К- mh .q' + (k-mh) (k-mh-h) A ER. 
ДЖ % 
mE кеш pt + E gmi 
i CCS айл Aer 
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"fx c"fx 
27 u _ < 
und к т (б 
Es ist folglich 
Е c"fÍx 
k= en E 
f(x + ) Za mla (cx)" 
oder 
k' c'íx k? cfx 
^ --- ED f — . — Na TAT I vY l ` 
944) (х= e, к; фи (ж) T 1.2 (ex) š | 


Die Taylorische Reihe ist ein specieller Fall von der vorstehenden, 


und entsteht, wenn q = o gesetzt wird. 
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II, Wiederholende Functionen, 


wenn yfx = f(x+h)- Qx.fx zu Grunde liegt. 


Die vorige Untersuchung wird zu einer viel grösseren Allgemeinheit 
erhoben, wenn der begleitende Factor, welchen wir vorhin mit a be- 
zeichnet haben, selbst von der Grundgrösse x Abhängig gemacht und 


wenn angenommen wird, dass 


945) fx = f(x-h) - qx.fx 

Der Sinn dieser Zeichen ist: In der ursprünglichen Function soll die 
Grundgrösse x um h zunehmen, und hievon abgezühlt werden die ur- 
sprüngliche Function vervielfacht mit einer anderen Function, die aus 
derselben Grundgrösse gebildet wird, aus welcher die ursprüngliche Func- 


tion gebildet wurde. 


Wenn die ursprüngliche Function aus Theilen f x, und f x zusammen- 
gesetzt ist, so können diese Geschäfte bei den einzelnen gesonderten Thei- 


len vorgenommen werden, denn 


y(fox- fx) = (E(x + h) + f,(x + h)) - фх.([х+ f.x) 
zz Ir. (x + h) - Ффх.Ғх | + (С (x+h) - qx Lal 
oder 
946) yE x+f, x) = yf x yf x 


Dieses theilweise Verfahren hebt alle Zweifel, welche bei der Grund- 


grüsse des begleitenden Factors entstehen können; so ist z. B. 
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y | f(x + ah) + f(x+h) + fx | = yfx+3h) + yf(x+h) + yfx 
= f(x+4h) ~ 9(x+3h). f(x 43h) 
+ f(x+2h) — ф(х +h). (х + h) 
+f +h) - qx . fx 
Eine Wiederholung des Geschäfts, welches y angibt, erzeugt folgende 


Producte: 
fx = yf(x-h)- у(фх.їх) = f(x 2h) - Q(x +h). f(x+h) 
- @(x +h). fix +h) + фх.фх. fx 
= f(x+2h) - 2@(x+h).f(x+h) + (Qx)'.fx 
und eine mehrmalige "Wiederholung folgende Producte: 
f(x +nh) 


947) yx = 
E = . f(x + (n-))h).. (рох + п-1)) š 


+ 2 f(x med). (p(x +(n-2h)) ` 


dh e e e 


“1-1 


Ar fx o. 0х) 


Durch ein gleiches Verfahren wie in %. 249 finden wir hier, dass 
diese Reihe auch für das verneinte n gilt, und dass 
948) DUX = Fc? 
CR? Gem, Loi ЖҮ ҮК 


ET WC 
A E .£(x-(n+2)h). (o(x-/n+2)h)) i 
et Aë obt اد‎ 


Eben so wie in $. 250 finden wir hier, dass 


So allgemein dieser Algorithmus in Hinsicht der begleitenden Func- 
tion фх ist, so ist er doch nur auf Functionen anwendbar, welche aus 
derselben Grundgrösse x gebildet werden, aber nicht bei denjenigen, in 


welchen x, und x+h, oder eine andere Grundgrösse vorkommt z. В, 
wie bei fx X f(x+h) oder bei f(x-h) X F(x+4h), 
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ГУ. Wiederholende Functionen, 


wenn vx=a,.f(x+h,) + a.f(x+h,) +... +a,.f(x+h,) zu Grunde liegt. 


4. Entwickelung von v" nach den Zunahmen 


von x,im Allgemeinen. 


Die wiederholenden Functionen, durch das Zeichen v vorgestellt, hat 
zuerst Laplace unter dem Namen fonctions generatrices in einer 
besondern Gestalt und mit einer eigenen Darstellungsweise in die Wis- 
senschaft eingeführt. Nach ihm hat zuerst Wronski sich schr grosse 
Verdienste um diese Tunctionen erworben. Ausser diesen beiden Mathe- 
matikern finden wir weder andere Wahrheiten noch eine andere Darstel- 
lungsweise noch irgend etwas, was Licht über den Gegenstand verhrei- 


ten könnte. 


Wir nehmen hier den Gegenstand von neuem vor und zwar in einer 
seiner Natur angemesseneren Gestalt, und schlagen, sowohl im allgemeinen 


als besondern, Wege ein, welche ganz verschieden von denjenigen sind, 


die wir bei Laplace oder Wronski vorgefunden. 
Es sei 

95€) v" Ex = a, v (х+р,) + a, v feceh,) жа, f(xh ) +... + aL s (хаһ) 
Die Geschäfte, welche das Zeichen v vorschreibt, sind 


951) vx = a, «fix h,) +a,.Ix+h)+a,.x+h,)+...+a,.Kx+h,) 
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Eine Wiederholung dieser Geschäfte wird nach der obersten Vor- 
schrift vorgenommen 

тік = a.vf(x+h,) + a,.vf(x+h,) + a,.vf(x+h,) +... + au vf(x eh.) 

und erzeugt, wenn in der Reihe 951 nach und nach statt x gesetzt wird 
x+h, x+h, x -h,,...., die Producte 

v’fx=a,a,.f{x+h,+h,)+a,a, -f(x+h,+h,)+a,a,.f(x+h, Ah.) +a a, f(x-h +h,)+... 

жаа, f(xeh +h )+a,a,.f(x+h,+h,)+a,a,.f(x+h,+h, )+... 

+a a f(x+h +h )+a,a fxh, +h )+... 


-- a,a, fxh +h )+... 


Eine zweite Wiederholung wird nach demselben Gesetze vorge- 
nommen, 
vx =a v f(x - h,)-s 0, v'f(x h,) & a.v f(x -h,) +.... a, f(x hi) 
und erzeugt folgende Producte: 
y'fx —a,a, 2, f(x 4h +h +h )+a,a,a f(ix+h +h,+h,) + a,a,a,.f(x+h,+h,+h,) +... 
+a aa fxh +h eh) +a,a,a,.f(x+h,+h,+h,) 
+a aa fix+h +h,+h,)+ a,a, a, f( xh ch sh, ) 
+a aa, fíx+h +h,+h,) 
+a a a f(x+h +h +h) 
+a,a,a.fx+h,+h,+h,) 
Diese wiederholenden Functionen befolgen das Gesetz des Polyno- 
"miums. Wird 
(m2 BR, E a) er... 
gesetzt, so lassen sich die sämmtlichen Geschäfte durch folgende Zeichen 
bemerkbar machen: 


y'fx = (a, 0" a oq +a, D 


13 


5e da. < 


vi — agp ue a opp ак ри sue TS 
QE LS Mx 


vfx = (a. Di aa, 0" +a, 0 
GEN 
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und allgemein 
952) KÉ Gm" Ya or a a ER at oe йн 

Dieses Gesetz findet nicht allein bei einem bejaheten sondern auch 
bei einem verneinten n statt, welches sich auf folgende Art nachweisen 
lässt: Es ist, wenn in 950 n=-1 gesetzt wird, 
vfs = fx =a.vfx+h)+a.vfix+h)+a.vfix+h)+..... 


folglich, wenn x-h,statt x eingeführt wird, 


EE == - .fx-h,) -2 V f(x-h, +h ) - ا‎ f(x Lh, Ah: — ... (< 
0 9 а, I 


Diese Reihe < enthält zugleich das Gesetz, wie die späteren Glieder 
von dem Zeichen у”! befreiet werden können; wird nämlich x—h,-h, 


statt x gesetzt 


v f(x-h, +h) = scha 2h" (хер) = 2h y^ а-а eh dil Sw... 


und diese Reihe eingeführt, so wird das zweite Glied von vi" befreict, 


und es wird 


` 


1 а ха 
x E Lei ,ل‎ x-ah ==, S „+ 
ү лк x (x-h,) SS fx 2h Ah? a v'f(x-h, +h,) 
aa 
LZ, v"'f{x-ah,+2 
Y x v f(x-2h,2h,) 
a к а S 
E ud 'fx-h, +h.) ~ N fx-h,«h)-...... (8 
3 - 3st f(x-2h ah +h.) + ع‎ yah +h +h.) +.... 
a, a, d. d, 


Wird ferner x —h +h, und dann x-2h,+:h, statt x in der Reihe 
LJ 
oe gesetzt, 


v’f(x-h,+h,) = — f(x sh, +h.) - =. v'f(x-h+h,+h,) = sss 


und 
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1 a т 
v'f(x-ıh,+:h,) = a fx - 3h, + 23h) = =. v (ж-з 43h, ) -...... 
о а, 
und werden diese beiden Reihen in die Reihe /2 eingeführt, so geht sie 
in folgende über: 
1 
a 


* 


ү fx = —.f(x—-h,)- zi fGc-oh, th) 2: f(x-ih, +h )— оь +В). A. 
Ф а, a, 


du focal, +h +h J+ : 


9 


8 3.y 'f(x=2h +h +h )... 


9 


ENEE + hu) 


9 


" хез, +h, eh, eh, )... 


Die nächst folgenden у”! werden wieder durch Reihen ersetzt, welche 
entstehen, wenn in der Reihe « statt x die Werthe 
x-ıh, + h, 
x-2h, + h, + h, 
x-2h, + h, + h, 
х-зһ + h, + h +h, 


eingeführt werden, Es entsteht zuletzt, wenn dieses Verfahren weiter 


verfolyt wird, folgende Endreihe: 
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953) v'fx = 2.Қа-һ)- SE >. f(x-ch,+h,) 


A = .f(x-3h,+h, +h.) 


ki 2, $ f(x-2h,+h,) # E Ч {х-2Ь+һ,) = > © s e 9 o o I 
+ = хар, eh, +h,) + f(x—sh,+h +h, ) 
+ = f(x-oh,h.h,) +S f(xcoh, +h, eh.) 
Е. = .fx-4h,+h, +h +h, ) € K(xcoh +h, +h) 
d a а-а +h, +h, eh.) 
- 2:88, Ge ль, th +h +h.) 
a, ' 
= SS fah, th eh, +h) 
+ Zn (xosh, eh, eh, +h, +h,) 
oder 
954) y == (a. g Bann ча,» pc m.s у dix 
Dasselbe Gesetz befolgt also auch v^*, v^*,...., und es ist allgemein 
955) ve: а-ға қын е n p. un yox 
% 250. 
Es sei 
956) v fx = а,.Қхаһ) + a, f(s eh) жа, f(x eh) +..... 


v fx = b, f(x ek.) +b,.fx+k)+b,.fx+k,) + 


тах = с,.Қх-1) + c. fx +1) + с,.Кх+у+..... 


H H ` . . . . . L] 


WWVW.rcin.Org.[ 
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Kommen nun bei einer und derselben Function fx zwei oder meh- 

rere Bildungsweisen vor, so ist 
957) v, v. fx а). f(x4h, +k )+a b, Exh +k )+a D..fix+h +К,)+.... 
+a b,.f(x--h, +k )+a D.fix+h +k )+.... 
+a b .f(ix+h +k )+.... 


` ` ` ` ` . 


und also 
` n h , k k 

958) vv Ix = (a, D" xa, D" a, DP +...) (b. b, D" b, DP +) 

Diese wiederholenden Functionen befolgen also das Gesetz des Ver- 
vielfachens und Messens der Reihen, welche Elemente bei ihnen auch zu 
Grunde gelegt werden mógen. 

Zugleich folgt auch hieraus, dass die Ordnung, in welcher diese ver- 
schiedenen Bildungsweisen vorgenommen werden, gleichgültig ist, oder 
dass 


959) Vía Vna Vua — Ver Van EA — Vo Va See.’ 
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B. Entwickelung von үх nach der Zunahme von ха 


im Besonderen. 


б. 257. 
Wir wollen, um die Untersuchung zu vereinfachen, folgende Grund- 
lage wählen: 
960) vfx = a,.fx + a, -f(x +h) + a,.f(x+2h)+....+a,.f(x + mh) 
oder nach der früheren Bezeichnung 
picem (n. na, E + Ben, D TË 
Setzen wir aber fest, dass x immer um h wachsen soll, so ist es nicht 


nöthig, diesen Buchstaben in die Bezeichnung aufzunehmen; die ein- 


fagheren Zeichen werden sein 
Dfx = f(x + q.h) 

und 

961) vfx = (a, +а,.П'+а,.0* +а,. 0° +... .+а,.0") Їх 

Die mie Wiederholung kann nach dem Obigen durch folgende Zeichen 
angegeben werden: 
962) a ғал. ^b oO er 
und 

bs = (a, Cae HL + ш WU €. ИЕ 
= (Ph + Р.п + Ph.D? +t....) fx 
Es gelten also auch für die nte Wiederholung alle Gesetze, welche 


wir für das Polynomium in unserer Analysis entwickelt haben. 
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Diese Uebereinstimmung mit der Bildungsweise des Polynomiums gilt 


für jeden Werth von n; nehmen wir diesen n = ~ 1 an 
ух == (PUB. E RANE rb, D н) 
und vervielfachen mit v', so erhalten wir 
vi We Bio 2... xc 
oder 
963) Mx = Pih. Are) Fiedler. 


Die Bildungsweise der Vorzahlen ist einfach und bekannt. Wronski 
gibt für diesen Fall, wo v' aus v" hergeleitet werden soll, eine von 
der vorstehenden ganz verschiedene Reihe an. Wir wollen zeigen, wie 
diese Reihe, welche er durch ein ihm eigenes Verfahren gewonnen hat, 


aus unserer Reihe 963 hergeleitet werden kann. 


Es seien b,b,»b,,...,b, die Wurzeln der Gleichung 


(b,+z)(b,+z) .... (b, 42) = = ++... + Sm же 
т ға, ш 


Nach diesem ist 


АНТ ez) | m ———- 
(a, ta, Z T. 2 ) a„(b,+z)(b,+z) бә э XO о D (b, rei 


a ER ESCO] 


9 1 


m bb] + Ш) 


Es ist aber nach 593, wenn n = m, h=-ı und а = m gesetzt 


wird, + 
[ж ж НП өч Jux "ees 
DERE 


Wenn der Zähler nach 522 in die Producte 
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zerlegt, und zur Abkürzung 


fu echten - [obti b, +... Суы. ыр | 
| 
| 


964) [b:b:::s zéie. : : b22) = B, und [biis ppp M 


q*i Dic m 


gesetzt wird, so geht diese Gleichung über in 


[b АСЕТ bp" = (в, Jh: В, I. на) аф" | 


meli 


Ге 
Es ist folglich 


Р реу = (Y =. Une KZ rti Ke 


0 


= г Zur РЕ es. ™ eon Ty"! . АР 
(-) ст B. ee? GB 
Werden nun diese Producte mit v’f(x+ph) vervielfacht, und wird 


р = 0,1,2,.... gesetzt, so entsteht folgende Reihe: 


Әб) к — (C) а ж в, (Ьеч ха) учхан) — ....} 
-B. Iert Je у" (х) +. хо) -.... | 
+ B, [boe fx-b; v ҚЫ ое һу...) 


(-)*'B,. [bz.v fx-bz v’iix+h)+b2 v" f(ce2h) =...) | 
! 


Diese Reihe 965 gehört dem Herrn Wronski an, und unterschei- 
det sich dadurch von 963, dass іш 963 die Vorzahlen der Reihe Tür у” 'Ёх 
aus den Vorzahlen der gegebenen Reihe 960, hingegen in 965 aus den 
Elementen, woraus die Vorzahlen der gegebenen Reihe 960 zusammenge- 


setzt sind, gebildet werden. 


| 
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Wir haben diese Reihe 965 aus der Reihe 963 hergeleitet. Wir 
wollen jetzt zeigen, wie sie unabhängig von dieser Reihe 963 bewiesen 


werden kann. 


Man setzt in der vorgegebenen Gleichung 960, x =qh, vervielfacht 
sie mit (-)! M^" 


(-'M""vf(x--qh) = 
zm cy IM 7а х + qh) + M "a f(x + (q + 1h) +... + Мета, f(x +(q+m)h)) 


setzt hierin 4 = 0,1,2,.... und zählt alle Gleichungen zusammen; es 


entsteht folgende: 


М-М (х eh) M^" vf(x 2h) =... = K fx+K (хаж) К (x+h) *.... 
wo 
K, = Mb, =M "ua AR COUTE an 
= X (ь, Leah b.) wu | ch mnm be | 
Li A M Н T, e bz] 
+ 


Піс Producte, mit welchen a, vervielfacht werden muss, kënnen 


nach 596 summirt werden; шап findet, dass 


K, — a, .[ b: ПРЕ ОБ = b.) 


реті m-1 m 
Da die Gleichheit zweier oberen Stellenzahlen die ganze Summe 
zernichtet, so verschwindet K, für jeden Werth von p nur nicht für 
p = о und es ist 


EK, 22% | DO Abt, b.) 
Da nun nach 578 
73 
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mes m *^mej"m 


[ъъ ты ыы ЫЫ ылы = ДЫЛЫ 


so ізі П a, . |: bs... Daci A 


mez "m 


und folglich 
a. M". fx = М. ух - M^". vf(x + h) + М.у (х 2h) =... + rn 


Zerlegt man nun noch М", М”, M^^,...., wie es oben gezeigt 
ist, und vervielfacht mit vi": so erhält man für diese Reihe diejenige 
Form, welche ihr Wronski gegeben hat, und die hier mit 965 be- 


zeichnet ist. 


581 


С. Entwiokelung von vs nach vA" , FAT, e? AT, Lu, 


س 


(. 258. 
Diese Entwickelung kann auf jene іп 875 zurückgebracht werden, 
wenn in derselben n = w, m =s, Q = pfa? und 
b. re Ba +... >© E Fg 
also 
Q.(b, + bz c...) zm vw 
gesetzt wird. Nimmt man nun wegen der Kürze an, dass 


w 


s в 22. ne "°: Xd 
art (a, + as + 8,.U же? TE (+ 0) F 


=V, + V..D' + ET D wa aan 
w.V, + (w 1.8). V,.D* + (w +2.s). Ne? +....= R 


rn. 
wer. 
— U 


DZ (a,+a,.0'+a,.0° +... Жазғпу) 


so ist 
96)  va'fx— => .(R.U")& . y”? aof 
1 
d R. W-1,8 7 tpa 1. 
ШЕ = (А.О), v'"a*"féx + h) 
+ —. (R. UT 6. уд (х + 2h) 
үү—2.5 


с Sg X. oa. D” f > 38 


Die Aufgabe kann allgemeiner gestellt werden. Es sei 
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v= ayfx + a.fx+h) + a.fx+2h)+.... 
und 


уб b,fx + b.fx+h) + Ь,.(х+В)+.... 
und es kann verlangt werden die Entwickelung 


VIA fx A, aveta fx + А уа (ха) A. vA I(x + 2h)........ 


Ы b 
Zur Entwickelung dieser Reihe sind die Wege in der Theorie der 


Reihen angegeben, und wir überlassen dem Leser, den geeignetsten selbst 


zu wählen. 


583 


D. Entwickelung von (х +k) nach v' , Wa EE 


ў. 259. 
Wenn 
vfx = a,.fx + a f(x +) + a, fix 2h) + .... + a, .f(x+mh) 


so lässt sich f(x + k) in folgende Reihe entwickeln: 


ЕЗ Hi. JE CE vix + Но, ух + ...... 
+ Нох +) + H't. v'fix+h) + HP v x+h) + ...... 
+ H? .fix+2h) Ну Г х+һҺ) + Ну x+h) + ..... 
+ H LI . . . D . e e H . . D H H H . . H М 


+ H 7°" (х+(ш—1)Һ)+Н1\*”'',у'{(х+(т-1)Һ)+Н\”7'',у'{(х+\т-1)һ)+.. 


Sie wird dadurch gewonnen, dass man aus der Gleichung 


v= a +a,.Ü' +a, O° +....+ a, 0" 
die Reihe 


o= RE a. E SE 
a NUS" + HO igni ous ui ГЕ 
#0 Hg i AEE AN ).g"" 


entwickelt. Da wir dieses Verfahren schon in $. 238 vorgelegt haben, 


so wollen wir nur noch einige Beispiele hinzufügen. Es sei 
968) rx = a.fx + b.f(x--h) 


und f{x+k) nach den Potenzen von v zu entwickeln. 


6 = " a | v 
Es ist v=a+rb.D folglich 0 ш-рх ре) 
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DIM RIDERE o) 


mithin 


av n n(n-1) 
š = = 1 f === š 2 ы y mL 7%) we cw v 4 
D "fx =f(x+nh) -i) X | CSC fx + w ras fx | 
k ^ 
oder wenn n — г gesetzt wird 
тым k k(k-1h) 
"€. | fx -- Ces .v'fx - 

SED LONE | 5) $i yet: SC e Гаа p CIE | 


Dieselbe Reihe findet Wronski Seite 113 aber auf einem ganz 
anderen Wege. 
Es sei 
970) 4 тік = a,.fx + a, f(x - hb) + f(x +2h) 
Man sucht f(x -k) nach den Potenzen von v zu ent- 


wickeln. 
Es ist nach 886, wenn dort m=m-2 gesetzt wird 


(m-q-s-2)""*' 


уге еее Жы = ape 


also nach 888 


E m-s-1 3-11-% k 
Mo = (-) ( 2 a" 2» 
DET! 
MG = (= niim y аз 
1 


uud Mr’ МЕС... nr =o, und nach 897 
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A RT sët 
or name 
ا‎ ne 
g AG o o PM 
und 
NU = (See Зе = эре pero 
DM Ae 
esi И. 


Wird nun s = 0, 1, 2,.... gesetzt, so ist nach 898 
П” =” ТОМИ ИРИМ ко Е. 
ANE N" 8 NU.S-NU.SS a. e ت‎ 
oder 
972) fx+mh) = N”. ік - N”.vy'fx + М» Ve 
+ N. Кх.) - NU v'f(x+h) + №, y (х+һ)-...-... 


Setzt man m = 


f(x+k). 


, 50 erhält man die verlangte Entwickelung von 


=l = 


Dieselbe Aufgabe löset Wronski Seite 113; unser Verfahren hat 


aber mit dem seinigen nichts gemein. 
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E. Entwickelung von v'fx nach den Differentialen 


von v'fx. 


% 260. 
Es sei 
p] fx = f(x +h) 
und 
973) vfx = a,. f(s + g.h) + a, f(x (ga 1v)h) + a, f(x « (ge 2v)h) +.... 
s (a... Пена, „Па Шер... , )fx 

Da f(x-g.h) vermittelst des Differentiirens von fx in eine Reihe ent- 
wickelt werden kann, so kann auch vfx und allgemeiner v'fx durch 
Differentiiren von fx dargestellt werden. 

Wir können, da v" = emm — ү" Xv”, diese Untersuchung er- 
weitern, und y’fx durch Differentiale von v"fx darstellen. Es ist näm- 
lich, wenn wir 
апта re... = Р 


ik = BM D Sab a DT ВРА рен ат...) 


e Pi E p° hd ° p' һа 1 E hd 2 | 
D Fx = f(x + ph) =| EG Te) + "T . >! ch enee fx 
also 
дк 1—0 7 (Sr . (s) E ка (35 обоо | 
1 ах 1 
Ki \ 0 в В. ` t D | 
b Pt. ((n mp А ES " Dn NEN) ' hd Ke |к 
i dx ger d | 


\ 


+ . * D a D D D . . . . ` 
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setzen, und die letztere Reihe mit y”fx vervielfachen, die Entwickelung 
von v'fx folgende: 
974) "fx = E e p. merk. in + 
wo 
975) Р = (n-m)e)".P""tı+ ((n-n)gsi. v)" Pef + ((n-m)gaes.v)*.P"77fs +... 
und P die obige Bedeutung hat, 

Wird hierin m — 0 gesetzt, so hat man die einfachere Aufgabe, 


deren wir im Anfange erwähnten. 


Diese Bildungsweise findet man zuerst bei Wronski Seite 126 
und 132 mit 154 und 160 bezeichnet. 


É. 261. 


Auf gleiche Weise kann, wenn 
976) x = (a, 4D* + a,. П a, D" ue LLL. AË 
Re: Re +b. er + DID )fx 


ist, das Product v; v; л" х durch Differentiale von fx dargestellt werden. 
Denn wird 


aU OSM Fo p 


ls gi igit tee os, e 0 


(n.gm.i)' .(P* QE + (n.g e m.isi1. v). (P" QDE + .... = A, 
gesetzt, und das Product 
v vfx — Ir Qf , (pn rau + (P* (Qu. ==” Ж. | fx 
А, [hd A, (héi A, (Һа? 
= е e =т= -L. — —— o — "Wie" f 
-(% dx) 5 (=) p ax) w | = 


mit der Reihe 
74 * 


588 


кое (вв. + t (o2 EK LE 
dx dx 


vervielfacht, so entsteht die verlangte Reihe 


/ h r pei Pri 
977) 995 AK = (в,54) us B, = (s) + В, (44 Ж: 


wo 


978) B 


D Anc 


dx dx. 


„Et 


В, = A, Bb mA, ER 


В, = Sm A, Eis + ALES + A, ЕЧ 


und wo Е, E'fs, ..... 


die Vorzahlen iu der Reihe 916 sind. 


Je 


—[n a 
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F. Entwickelung der Differentiale nach den Wieder- 
holungenvonv. 


{. 269. 


Es sei 


979) ylz = a,.Fz + а,.Е(2+1) + ..... + a,.F(z+m) 
Man entwickele folgende Reihe: 


ах 
Ге. 


= AC 
= 


0,0* 


980) Beach) + Aphv'fxezh) + А ef(xazh) + ne 


+ А f(x+(z+i)h) + Ауу Қоға А) + A. (х+х+1)Ь)+... 
ЖАРЫҚ) + АУ. fecezeh) + А.у fx(ze2)h) +... 


+A, o Ска (аа-а) нА uv (ханча) А iv! f(x (z4m-1)h)4... 


— U< 150 і-1,4 ш-1,2” 

Dieser Reihe erwähnt Wronski oft, ohne ihre vollständige Ent- 
wickelung zu geben; wir wollen die unserige hier mittheilen. Setzen 
wir zur Abkürzung 

dfx 

ul = X, 

1 dx 
so ist 

el) ZS S.S *2S .h*z" у УМ... 
und 
each) = X.h'vz* + X,.h'.v'z' e X hrs... 
хна) = X .h°.v?(z+14)° + X, .h'v'(z)' + X .h''(z1)! +... 


үх +(z+m-1)h) = X h’.y"(z+m-1)+ X h'y'(z2m-1))! + ........ . 
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Diese Reihen werden nach ihrer Folge vervielfacht mit 
(p), = | v'(z-1)  v'(z42)' v'(z-3)' .... у'(ж+ш—()"* | 
(—)'(р), = Cy | v'(z--0)' v"(z+2)' v'(z*3)' .... v'(z-m-1) | 


AP. = Cy | voy? v'(z*1)' v(z43)' .... vP(z+m-1) | 


CY" (X = eo. War‘ are)... vorm") 
und alle zusammengezählt; es entsteht, wenn zur Abkürzung 
(p). v f(x+(z+o)h) – (p) v" f(x e (z1)0h)...(—)" ^ (p). - «(ха (z-m-1)h) — Q(p) 
und 
(pv (a o)" (p) (44) ae = (7 Dr)" 
= ("| veo (оа)... (amo) v ашау" | — (py? 
gesetzt wird, die Reihe 
Op = р.х, TP .h X o D cec ET 
Wird in dieser p = O, 1, 2, 3,...... gesetzt, so entstehen die 
Reihen 
Pe". X. коса. X. O ze uuu. 


CO WIES X Tam ame аа Xe +... 


со gi ғы OX EcL. + .... 


aus welchen durch Elimination, wie es in $, 183 gelehrt ist, X, , , X,» 


X... ++ gefunden werden können, nämlich nach 664 


mi 
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h": X (КШ soso one до (n-2)*7*] | [o jM OL 2)? (в-а) 
1 "Aura کک‎ ei... nn C | looi. fn. агу?) 
looi. E D (n2) (n-1)) ІШЕ WE. U (a) 

š ‚От AA. "un De ) rer ge Ae п“) 

äeren. y m. Ий", „Т... n^" (тын) 

à [oe 193) GE WE BEE Ж n”) Heen. Sd шы)” 


Wenn nun in diesen Producten mit Versetzungen nach 515 die Fac- 
toren фо, Фі, Q2,.... herausgestellt, und alle Producte nach Фо, 91; 
Q2,.... geordnet werden, so entsteht die Reihe 


981) pc и IL dëi "ES фо + ДҮ ы” ф! + gege Qa + une: Ë 


aus welcher die verlangte Reihe 980 entspringt. 
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Zweite Abtheilung 


wenn 


E MN АСТА ТАЛҒА (ху kafe 


$. 263. 


Eine zweite Art der wiederholenden Functionen sind z. B. 
sin [sin(sin x)) › COS cos(cos x)) sé (tg(tg x)) › Ú, $, W. 


Bei diesen kann man, da 


- x? 5 
sin x = PE d а = A 
1 1.2.3 1.2.3.4. 5 


` 


nicht setzen 


: o x uie. 
Sim disse sinx — sin(x’) EN s (x^) 


= e ee zb ee e 


1 1.2.3 1.2.3.1.5 
sondern 

ЗМ... sin x)' in x)! 
sin (sinx) = (8190). _ (sinx)' e ms EER 

1 1.2.3 
1 /x x’ š 1 х x° 3 

=s, E, "LATER |, ық... se 

141 1.2.3 f a 99 9 1 1.2.3 


und so auch bei den übrigen. 
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Diese Art wiederholender Functionen, welche im Substituiren be- 
stehen, hat zuerst Tralles bekannt gemacht, und zwar in einer Ab- 
handlung, welche von ihm im Jahre 1811 der berliner Akademie über- 
geben, aber erst im Jahre 1818 in den Denkschriften abgedruckt wurde. 
Wir erwähnen dieses besonders, weil nur ihm das Verdienst angehört, 
diese Functionen zuerst aufgestellt, und in die Wissenschaft eingeführt 


zu haben. 


Der Weg aber, den Tralles eingeschlagen, führte ihn fast zu keinem 
Resultate, denn nur eine Wahrheit, welche wir mit 997 bezeichnet haben, 


ist das Ergebniss seiner mühevollen Arbeit. 


Wir haben hier eine allgemeinere Reihe, als diejenige ist, welche 
Tralles wählte, zu Grunde gelegt, zugleich einen anderen Weg bei 
der Untersuchung eingeschlagen, und sind durch Hülfe unserer Analysis 
zu mehreren Wahrheiten 986, 987, 988, 990, 991 gekommen, die neu 


und ein Gewinn für die Wissenschaft sind. 


% 264. 

Wir wählen für diese Functionen eine sehr allgemeine Form 
982) ee ae от. 

Die ursprüngliche Function ist 

Т ы. Wo ua. NET 
Die náchst folgende wird nach 982 gebildet 
fug c)" ЗА aps" + Modo... 

und aus dieser die nächstfolgenden f'x, f'x,.... Werden die Geschäfte, 
welche hier durch Zeichen angegeben sind, vorgenommen, so entstehen 
mehrere Reihen, welche nach den Potenzen von x fortgehen. Diese Reihen 
lassen sich in zweien Füllen in eine einzige Reihe vereinigen, entweder 


wenn b=0 oder wenn b = 1. Der erste Fall biethet im Allgemeinen nicht 


SÉ 


www.rcin.org.pl 


594 


viel Stoff zur Untersuchung dar, wenn nicht besondere Eigenschaften der 
Vorzahlen A,, A,, A,,.... ihn herbeiführen, Es bleibt daher nur 


der zweite Fall für die Untersuchung übrig. 


ў. 265. 


Es sei 
983) Г"хесА ДЕХ) FA. (RT A. (Dx) FA, (Px) per 
Die ursprüngliche Function ist 
984) IS 2A ха А жы", далған асты е... 
und die erste Wiederholung 
Ғха-А (ік) له کک‎ 
= А ен FT er BRT Aen e 
+ A (Жун +A .(fx)' f 
TAS ү 
Die folgende Wiederholung erzeugt eine ähnliche Reihe, und die n te 
Wiederholung folgende: 
985) f'xz(Px)h.x' 4 (fx)Eb.x'**4 х). хг escht, x" +.... 
Das Bildungsgesetz der Vorzahlen ergibt sich, wenn f"x statt x 
prox EDS E (Рх ТАР ES ET aeu... 
und 
(Te РАЛ vx mt k UT аууы mL, 
gesetzt wird; nämlich 
(“хірте RER. . ОЗО) ечи 
Da n und m verwechselt werden können, so veranlasst dieses zu 


folgender zwiefachen Bildungsweise: 
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986) (f'""x)ppzc  (f'x)h.(f'x)'fp 

+ (Ғәув (Ғху”“Қр-1) 
+ (Ех)в. er "f(p-2) 
+ 


+ (ftp. (rx) mta 


% 266. 
Die so eben gefundene Gleichung enthält 


Bildung der Vorzahlen. 


(Бхун . (Px)'fp 
+ (Pb (х) ере) 
+ (ffs. ocaeca 
* . 
4 (ftp. (Px лу я 


das Grundgesetz für die 


Aus diesem leiten wir ein anderes her, welches 


viel umfassender ist, und zwar dadurch, dass wir in der Gleichung 986 


p-h statt p setzen, die Gleichung mit (x + hß).(E'x)'*""f(h+1) vervielfa- 


fachen, h=0,1,2,.. 


op-1 setzen, alle Gleichungen, welche hiedurch 


entstehen, zusammenzählen, und nach unserer Analysis Seite 59 Nr. 37 


a (fx) "fi (fx) Кр-—в) e UN (p-s-1)(1+q.a)ß mds 
= G+ —— n 1 f 
2 (eso) (ox) ^f rnm Кр-з-1) \ 2+(q+s). a ) ( х) (p-s) 


+ D D . o a ^ " À 4 А 
+(к+(р—3-1 )8) (£x) *"É(p-s).(f"x)' ung, 

setzen; wir erhalten folgende Gleichung: 

987) а. (х) fp ES at 


+, on, Pa: Mei 
+ 


(a EH (ех) Í 
= [2 + IECH (1+q.a).3 


2+q.a 
ў | a q (8-2) G+q.a).9 
+ (= + 


24 (q4-1).a 
+ 


At 


Arm 


(р-3) (1+4.а).2 
2+(q+2)a 


P Ge a) 2 
24 (qt p71).a | 
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| Рура) (Езу 


| 1 ES) ^fp--2).(f*x)fs 
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welche das allgemeinste Gesetz für die Bildung der Vorzahlen enthält, 


denn n, m, 4, «, û sind Grössen, die nach Willkühr angenommen 


werden können. 


Setzen wir ß=q==0, so erhalten wir wieder das Grundgesetz 986, 


von welchem wir ausgegangen sind. Nehmen wir aber an, dass 


q — pe: und oe = жо bei Rz 42 
so entsteht die Gleichung 
988) (a + (p-1).a) 5 (+x) fp h ОА 


+ (1+(p-2).a) . (£*"x) É(p-1) (£x) тө 

+ (1 +(p-3).a) . (fx) Қр-а) . (fx) f3 

EE a "En ge, 12 — 2 Se, 

+ Gap fren | 
= (1 + (p-1).a). (Px)tp 


welche für die Bildung der Vorzahlen sehr wichtig ist, wie sich bald 


zeigen wird. 


k 267. 
Alle diese Gleichungen 986, 987, 988 geben die zurücklaufende 


Bildungsweise der Vorzahlen in der Reihe 985. Die unabhängige Bil- 
dungsweise derselben ist mit vielen Schwierigkeiten verbunden ; wir ha- 


ben aus 986 für die ersten Glieder folgendes Gesetz gefunden: 


989) UD ir) en = 


und 
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990) (di = A Шохан = A: 
(6х) = шы LA А, 
HS га 0-1 1 (A7 7-4) (A 1) пе 248 
Сг = АР z Aes eA + (и dt di. Né ERT PED eh 


Wir überlassen dem Leser die allgemeine unabhängige Bildungs- 


weise selbst aufzusuchen. 


ó. 268. 


Für die verneinten Wiederholungen erhalten wir aus 988 eine sehr 


merkwürdige Wahrheit; setzen wir nämlich n=-m, so wird 


991) ка = (1 + (p-1). a) . (£"x)fp 
, 1 
-m Ç = pn “ype tn 
oder (f "x)fp ITT ШОЛ" х) fp 


Diese Gleichung zeigt, dass die verneinten Wiederholungen aus den 
bejaheten Wiederholungen nach.den Gesetzen des Polynomiums hergeleitet 


werdeu kónneu. Nach diesem finden wir, weil 


m — (Сех). РОО S S dX xt xu ue. 


dass 

992) 6 e" x) dox + (Р к) ож зө 
und wenn f"x statt x gesetzt wird, dass 

993) == 

1%. 1 ) 1 

— e 2 ху (fr) зу үн š “Es. (Ex ee, 
1 RD Е xi ç ECH SR 


Nehmen wir den einzelnen Fall, wo і-ші ist, so erhalten wir die 
Reihe 
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94) x = L, (ftt. (alt T RR qe) +....... 


welche auch nach unserer Analysis Seite 72 durch Umkehrung der Reihen 


entstehen muss. 


Ist z. B. 
ік lud 
so 181 x = sin: xX = 
MEL Lo. Less don d ri de farai 
—.(sin:x) 'Éi.(sin:x) +) fz(sin:x)'+ = .(sin:x) 3.(sin:x) +... 
1 . 


1.3 


= 1. (sin:x)' В (sin:x)’ + 
1 Zei 


e аш:х)'+.... 


SET  — Z. (sinix) x' + 2 (sin: x) f. x° %.... 
- 3 


ына қысы ИРЕ MEM 
1 2.3 2.4.5 
$. 269. 


Die піе Wiederholung von fx lässt sich in eine Reihe, geordnet nach 


der Wiederholungszahl n, entwickeln, so dass 


995) [xe D, A B a a Byonit* + lan ee. ces. 


Die Vorzahlen ergeben sich aus den Gleichungen: 
Рх == В 
Әк = B+ Bu 
fx = B, + В.2 + В,.2.1 


welche entstehen, wenn n=o, 1, 2,... gesetzt wird; man findet, dass 
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996) Бе Бе 
1 1 
Boc дт, (f'x — Px) 
B, = Axe (х2. Ёх + fx) 
Es ist folglich 
а nos 01-1 e 
997) SE sx = r «(f= yx 
п! p p NT қ 
+ am. (x = x) on DS 
(ege н 4 " pit 
+ ттс, (Ёх-.Ёх + fx) E ume ix 
n! А : OT 
+ Sm (Ёх-з.Ёх + з.Ғх-Ғх) + Zon 
t Б + * . 
. oder = (1 + (f-1))"x 


Von dieser Reihe ist der Uebergang zu der Reihe 
998) Рх = С.п + GG. б.п к. . 


leicht, und besteht darin, dass n™' in Potenzen von n aufgelöst wird. 
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Dritte Abtheilung. 


Periodische Functionen. 


Unter den wiederholenden Functionen der zweiten Art sind besonders 


jene merkwürdig, welche nach zweien oder mehreren Wiederholungen die 


ursprüngliche Function wieder erzeugen; ist z. D 


@x — a - x 


so ist 
Q'x = а-фх = a—(a—x) = x 
folglich 
Q'x = OK = 9xc-... a-x 
und 
Ф'х = @'x gin —....... mx 
Oder ist 
@x = < 
2—x 
so ist 
2 — 
ф'х = — LI Ix 
2— tx 1-х 
(x ч == SES 
2 
2-Q'x x 
E 2 
ve = 
Q 2—Q'x — x 
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und also 


ox = Өк SOX ЕУ E = Ke 


фо == (ç p xe xu... = = 
1-х 

Q x = Пік Кр х=... = pe 

px Ох mot Wee = Pu 


Andere Functionen erzeugen bei der dritten oder fünften,.... Wie- 
derholung das ursprüngliche Element. Man kann sie periodisch 


wiederkehrende Functionen nennen. 


һ 271. 
Diese periodisch wiederkehrenden Functionen lassen sich auf folgende 


Weise aufsuchen. Es sei 


2 __а+Ь.х 
Ф ^e$d.x 


es sollen a, b, c, d so bestimmt werden, dass 
Сх = x 
Ра 
a+b px ` alb+c) + (ad+b’)x — 
c+d@x ` adec' + d(bac)x 


Q xm 
so müssen folgende Bedingungen erfüllt werden: 
a.(b+c) = o 
d.(b+c) = о 
ad+b’ = ad+c? oder (b-c)(b+c) = о 
Allen dreien Gleichungen geschieht Genüge, wenn b+c =o oder b = - с. 


а-с.х 


I, 50 ТӨН а (Xm X 
c+d.x? Ф 


Ist also фх = 
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& 272. 
Eben so verfährt man, wenn x= ый und 
c+dx 
Qx = х sein soll. Es ist 
T ow а+Ь.фх — a(b+c) + (ad+b’)x 
gc c+rd.px  ad+c!+d(b+c)x 
WC = a-b.Q'x — а(ай+Ъс+Ь°+с°) + (22bd acd +1°)х 


c+d.p’x  abd+2acd+c’ + d(ad + bc +b?  e?)x 


Die obige Bedingung wird durch folgende Gleichungen erfüllt: 
alad + bc + b^ + c) zo 
dad + bc + b! + c) = o 
2abd + acd b^ = abd + заса + c! oder (b-c)(ad кіс +b’ +c”) =o 
und allen diesen geschieht Genüge, wenn man annimmt, dass 
_ b’+be+c 
a 


ad + bc +b’+ =o ode dz 


a(a + bx) 


Ist also x = 
ac-(b* + be + c')x 


, SO ist auch Gx = x, mithin 


Ох eur ae MER 


TU. <<. „| OX. жы + а(а + bx) 
^з. РО РЕЛЕ ST Ж туг 
-а(а-сх) 


фх = фх= фх = ф ОИС + Do y ox 


Wir wollen diese Untersuchung verallgemeinern. Wir nehmen 
i Ф `__а+1.х 
an, dass x qe. 1 
i с+ а.х 


und suchen erstens die Gesetze, denen bei der mten 


Wiederholung von 2 
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" A, +B,.x 
Q s = 
С. + Danex 
die Grössen A,, B,, C, D, im allgemeinen unterworfen 


sind, und zweitens die Beschaffenheit der Elemente 
a, b, с, d, wenn @x eine periodisch zurückkehrende Func- 


tion oder wenn @x = x sein soll. 


Die Gesetze für A, Ba, С,, D, gründen sich auf die verschiedene 


Bildungsweise von Q'""x; es ist nämlich 


^ 2 _ A, JB, e? _ A TD. -B,. px 
px = pp" x) = Pp") x) = С. +р, Фіх A С, ‚+D,. 0x TOX 


ш? 


oder 
А AB sz A +B x 
A Ba. Zu ق‎ A B: e 
A... + „= == қ” ° ÛU, TD e Š; š © 0,+D,x 
Ga EE A Als 7 . A. +B x 
min menu 2 D Е m BITTE E: u n 
d Welte Сеч 
folglich 
999) A. = A... C. + Б.-А, = Аз. C. + В.А, 
Б... za JD. SE = 0 WM B B" 
D, SD A U, O Ds, + CC, 
D >= D HOU MN = Ds CDI 


mn эп H ін Я ni 
Diese Gleichungen enthalten das Grundgesetz, aus welchem mehrere 
andere hergeleitet werden können. Unmittelbar aus ihnen ergibt sich 


folgendes: 


1000) E = Ew 
А Qus == :р 


Eine zweite Folge aus ihnen ist 
1001) Bn Aen D. = (BJ. CLA AL. DI (B.C, A, D 
aus welcher Gleichung, wenn п = 1, m = 1, 2, 3,.... gesetzt wird, 


folgende entspringt: 


76 * 


cin.org.pl 


604 
1002) B,.C, - A, .D, = (be - ad)" 
| Eine dritte Folge aus 999 ist, wenn zugleich auf 1002 Rücksicht 
genommen und m-n statt m gesetzt wird, 
1003) B,.C, - А.Р, = Baa: (b.c — а. d)" 
C.: B, - A, Dr = C И леа. d)" 
B,.C, - C.B, = (Baa - Ca-n). (bc = ad)" 
Viertens erhalten wir durch Zusammenzählen der Gleichungen, wobei 
die Gleichung 1002 berücksichtiget wird, 
A. Дабл Bi. АЗ 
Ba.A, = A, (А.Р, + B... . B.) 
А.В, -В, (А.С, ab A" 


und so auch durch drei ähnliche Gleichungen für Basas C... Drapas welche 


0 


sämmtlich nach den Grundgleichungen 999 gebildet werden, folgende vier 
Gleichungen: 

= А„.(В + C.) - A... (be- ad) 

B, .(B, + C) - B... . (bc — ad)" 

= С„.(В„ + C) - Cna (Бе- ад)" 

D,.(B, + C) - D, ,.(bc-ad)" 


m+n 


1C04) 


men 


au > 
| 


теп 


D 


men 


Diese letzten Gleichungen enthalten eine einfache zurücklaufende Bil- 
dungsweise, und zeigen, dass man wenigstens zwei Glieder kennen muss, 
wenn man die übrigen bilden will. Da nun 
A ma „B= MO 21, sl 
A —a.(b+c) B,=b.(b+c)-(be-ad) С,--с(інс)-(Һс-ай) D = d.(b+c) 
so können nach vorstehenden Gleichungen alle übrigen Grössen A, , B,, 
C., D. aus ihnen hergeleitet werden. Zuletzt ergeben sich aus 999, 1000, 


1004 noch drei andere Gleichungen 
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1005) a.B, = b.A,-(be-ad).A,_, 
a.C, = c. A,- (be-ad).A,_, 
a-Dsz 44 АЗ 


durch welche B,, C,, D, aus A, und А, | hergeleitet werden können, 


Vorzüglich wichtig sind die Werthe von A, B,, C,, D, und beson- 


ders auch das Verhältniss von А_„, B CG, D, zu den Gliedern mit 


bejaheten Stellenzahlen. Wir finden die ersteren aus den Gleichungen 
1004, wenn wir m=n=1 setzen, 
A, = A, (В, + C) - A, (be- ad)! 
B, = B, (B, + €) - B (bc - ad) 
° C, = C, (B, + C) - €, (be-ad)' 
D, = D (В, + C) - D, (bc-ad)' 
und es ist 
1006) AS. ee, Cin p = o 
Die Glieder mit verneinten Stellenzahlen erhalten wir aus derselben 


Gleichung 1004, wenn wir m =o annehmen, nämlich: 
1007) A,=-A,.(be-ad"” , В =+C,.(be-ad)" 


C„=+B,.(b.c-adl" , D,=-D,.(be-ad)” 


Aus diesem geht hervor, dass 


1008) A mman (реа)... В = o. bë= ай)": 
C,=+b.(be-adl" , D,=-d.(be-ad)" 
und. ach A ea 2.5. we ,„ C = PD pp” = O, ee 


man wohl aus 


a+bo'x : 4 el 
+0ф x oder vielmehr aus ee e 


с+аф'х b-d.x 


schliessen kónnte. 
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Ca 


m2 m 


Gehen wir jetzt zu der unabhängigen Bildungsweise von A,, В 


D, über, so erhalten wir aus 1004, wenn wir zur Abkürzung 
1009) b+c=h und ad-bke=k 
setzen, folgende Werthe 


== а 


a.h 
= a + k" 


A 

A a(h' + 2h'k') 

А, = a(h'+sh'k' + Kk?) 
A 


а(һ +4h’k' за К) 


und allgemein , dass 


1010) A = а. [h""' + (шегуі, тен Ер en. (ш=3)' "ames. قد ا‎ ec: ea. 


nm 
Es ist daher für 
_ a+ bx 
m c + dx 
die mte Wiederholung 
1011) Q"x = a. Ai + (Ф.А, + К.А). х 
ба Т Ce, bal, Aa d A 4% 
wo 
11-1 21-1 
Шот Да. е A 5 nee ën Же — А; 
ИГ "n pu 


£ 974. 


Wir gehen jetzt zum zweiten Theile der Hauptaufgabe, welche wir 


oben vorgelegt haben, über, nach welcher 


607 
Q'x zx 


sein soll. Diese Gleichung fordert folgende Bedingungen: 
А.-== yD, =-0, Rer 

аА, = 0”, Harz und 

oder (ф-с)А› =o 


oder 
bh Ae Ak, Al, = aA, wk. A, 
wenn A, — о, oder 


und allen diesen dreien geschieht Genüge, 
/ HL 
п-4 
RT 


(n-2)'"* (n-3)™ 
Ez Ы n=3 Li e n-5 2 
h tee К+ DU GU + Du 
Um die Wurzeln dieser Gleichuug zu finden, setze man k — 
Е 40 қ 
- | JE dadurch wird 
2.COS.0 
у 9-14 / DER f WU 
dM (п-2) кт (n-3) dr 
A = a.|| —— .| псов) =" (обов: А ,(20080) =... 
u 6 2 cos d 1 ) gt ( 3) 15 ( ) 
hu" siund 
sind 
р.% 


2 


| 


А „= а. 
9 !2 cos j 
n 


Diese Gleichung gibt an, dass A, verschwindet, wenn 0 = 


Au. 
pen. эу. Т UNDE ps Ful 


wo 
3 


Aus der obigen Gleichung 999 
b +c | 


ad IE == | 4 
2 cosd 


ergibt sich zuletzt der Werth von d nämlich 
2 p.” N ei 


h’-2.b.c.cos 
1 n 
re Ar 
орт 


u = 
2a 

1 + cos 

n 


welcher in die Function Qx eingeführt werden muss. 
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Ist also 


за. |. + cos £2) (a + bx) 


1013) qe = 


2a d + COS set -(ь°- 2 Бс. соз2Р A is 
n n 
so ist auch 
Gees) x 
Diese Gleichung 1013 findet zuerst Horner in den Annals of 
philosophy Vol X London 1817 Seite 344. 
Ist n gerade, so lässt 


px = x 


D T 2 n—1 T . 
— -і Auflösungen zu, hingegen ——- Auflösungen, wenn n ungerade ist. 
U + 


$. 275. 

Q' und oer" heben sich gegen einander auf, und zwar nur dann, 
wenn sie unmittelbar aufeinander folgen, aber nicht, wenn noch eine 
Functionsweise zwischen sie geschoben wird; wir wollen das, was durch 
Q'fp' entsteht, mit 4j bezeichnen, so dass 

{ух = QO OS 

Wiederholen wir diese Geschäfte in derselben Ordnung wieder, so 

heben sich zwei von ihnen auf, und es ist 

Vx = ФОР рх) = O OS 
und eben so, wenn sie nochmal wiederholt werden 

vr = Ф ЧФф ipx) = ф'Ёфх 
und algemein 
1014) Ist jx = Фф Чфх, so ist x = Фф чх 


Oder statt 3m werden nur m+2 Geschäfte vorgenommen. 


609 
{. 276. 


Dieses gegenseitige Aufheben der Functionen bei mehrmaliger Wie- 
derholung in derselben Ordnung führt zu wichtigen Resultaten. 
Ist nämlich fx eine solche Function, dass ihre nte Wiederholung 
das ursprüngliche Element x wieder erzeugt, oder dass 
Wr Er 
so ist auch 
"px = 9x 


mithin 


x 


ds ez OOS = O QS 


1015) Ist also f'x = x, so ist auch ф'{фх = x 


Durch diese Wahrheit wird das Feld der Untersuchung sehr erwei- 


tert, Von der Wichtigkeit derselben nur folgende Proben: 


Wenn Qx = a-x, so ist Q'x = x also auch 
wenn Qx = lg:(a-e"), so ist Q'x = x 
wenn Qx = Arc:(tg = (a-tgx)) , so ist Q'x — x 
x s m 
Ferner wenn фх = ‚so ist Q'x = x also auch 
1 
x j : 
wenn Фх = ———. > бөзі Ọ x = x 
кх!) 
wenn Qx = x-lg:(e&'—1), so ist Q'x = x 
а” Я 3 
Ferner wenn Qx = —— ‚зо ist Q?x = x, also auch 
a-x 
av 
wenn Qx — 1g =) = 2.lg: a-]lg(a-e"), so ist ("x =x 
а-е”) 
а? Р 
wenn фх = ——— , so ist Px = х 
у (а*-х”) 
77 
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Diese periodisch wiederkehrenden Functionen hat Babbage ent- 
deckt, und zuerst in den philosophical transactions... .. 
London 1815 P. I. Seite 389 bekannt gemacht. Die Gleichung 1013 findet 
zuerst Horner in den Annals of philosophy Vol. X. 1817 
Seite 344 aber auf einem anderen Wege, als den wir hier eingeschlagen. 
Die Gleichungen 999, 1000, ...... ‚ 1011 machen wir hier zuerst be- 
kannt. Die wichtige Wahrheit 1014, 1015 gehört dem Herrn Babbage. 


T H Ж.О B -E 
DER 


ALLGEMEINSTEN 


FX C UL PA bul 


табы 
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THEORIE 


DER 


ALLGEMEINSTEN 
EA ТУУ E UN. 


L Das Bilden der allgemeinsten Facultäten, 


jo ME, 


Kramp machte im Jahre 1799 die Facultäten 


nih 


x" = x(x+h)(x+2h) ..... (x+(n-1)h) 
bekannt. Im Jahre 1820 haben wir in unserer Analysis die Exponen- 
tial - Facultäten 


x+n ph 


(1 u.2a*) (142 u.a7) (122.277 .... (1+Uu.a ) sua) 
in die Wissenschaft eingeführt, und die Gesetze ihrer Entwickelung iu 
Reihen sowohl im allgemeinen als im besonderen gefunden. 

Schon im Jahre 1812 haben wir bei einer Untersuchung über fort- 

laufende Brüche die Facultäten 
uuu LOR. = QU 
welche wir allgemeinste Facultüten nennen wollen, gebraucht. 

Im Jahre 1821 lernten wir aber die Arbeiten von Wronski kennen, 
und fanden, dass ihm die Ehre gebührt, die allgemeinsten Facultäten 
zuerst untersucht und bekannt gemacht zu haben. 

Die ganze Untersuchung wollen wir in folgender Ordnung vor- 


nehmen: 


614 


1. Bildung der allgemeinsten Facultäten. 
П. Entwickelung derselben in Reihen. 
HI. Entwickelung einer Function in eine Reihe nach den Facultäten einer 


anderen Function. 


IV. Producte der Reihen, welche nach den Facultüten einer Function 


fortgehen. 


Die Resultate in II und ІП hat Wronski gegeben, aber nicht 


die Wege gezeigt, welche zu ihnen führen. 


Das merkwürdige Gesetz, welches in IV die Producte befolgen, 


haben wir gefunden, und machen es hier zuerst bekannt. 


Wird фх mit Q(x  h) , Q(x2h) , P(x 3h) , .. .. vervielfacht, so 
entstehen die Producte 
qx = (p^ 
Qx.Q(x-h) = (тху" 
Qx.Q(x-h).Q(x-2h) = (9x) 
фх.фх+В).ф(х+В).ф(х+эһ) = (фх)" 


з1һ 


und wird фх durch фх, @(x-h), Ф(х-2Һ),.... gemessen, so wird 


1 = (px) 
1 -ilh 
Aa gé 
; (фху"" 


ФО). (2b) 
1 
Фх-Һ). ф(х-зһ). g(x-ah) 


u 
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Hiedurch entsteht eine Reihe 
1016)... 977 (сайы, (аху, (жу, (RR, Ak, 


in welcher jedes Glied aus seinem vorhergehenden nämlich das (р+1) te aus 
dem pten entsteht, wenn das pte Glied mit Q(x-ph) vervielfacht wird, 
und umgekehrt das vorhergehende Glied aus seinem unmittelbar folgen- 
den Gliede, oder das pte aus dem (p+1)ten, wenn das (p-+1)te Glied 


durch Ф(х--рһ) gemessen wird, so dass 


1017) (ржу = (рху" x ф(х+рВ) 
und 
M CA wé 
i ЕТТІ 


Nach diesem ist 


1018) (фху'"* = @x.0(x+h).@(x +2h).... ọ(x+(m-1)h) 
1 


-mih __ ЕНЕ se EE 
"ml = SCR) hy C= 9h) ..... (x mh) 


1 1 


= (ex Tt = (ex аһ)" 


(Фху = 1 
{. 279. 


Für diese Producte finden wir zwei Gleichungen, welche die Grund- 
lagen zu jeder Untersuchung über diese Producte sind. Die erste ist 
1019) — (pK) —(ex)" (Gx -mhyy" — (ës, (Фхокаһу)" 
welche nur eine verschiedene Abtheilung der Factoren des ganzen Pro- 
ducts angibt. 


Die zweite Gleichung ist 


1020) (архул Мун c (px) 
sie gibt die verschiedenen Arten an, auf welche folgende Factoren zu 


einem und demselben Producte gruppirt werden können: 


616 


ФО. Q1) ¿+ Qxuh) ..... . Q(x + in-1h) 
X Patik). Qe ik e 1b) (x e tk e 2h) ..... Q(x + 1k + (m-ı)h) 
x QQe2k)  QGoe 2k e 1b) p(x e 2k +2) ..... Ф(х + 2k + (m-1)h) 
x ф(х+зК).ф(х+зК+Һ).ф(х+зК+2һ).,.., Q(x + ak  (m-1)h) 


. e 


x ф(х+(п-1)Е).ф(х+п—)К-ыҺ).ф(х+(и-1)К+1)....ф(х+ш—1)К+(шт—һ) 


Nimmt man an, dass k — mh, so geht die Gleichung 10% in fol- 


gende über: 
1021) (rut = C yo -- (п u 


und nimmt man an, dass m.n=ı und h = n.h, so wird 


1022) фх = (руға мы = (аху léich 


б. 250. 
Diesem Algorithmus kann eine scheinbar grössere Allgemeinheit ge- 
geben werden, wenn 
1023) (g(z+a1x))""—=g(z+afx).g(zraf(x+h)).@(z+afx+2h))...p(z+al(x+m-ıh)) 


gesetzt wird. Da aber nur x sich ändert, so kann €(z+afx) als Func- 


tion von x betrachtet uud @¿(z+afx) = Ех und also 
1024) (@(z+afx))"" = (Fx)"" = Fx.F(x+h). F(xe2h).... F(x+(m-ı)h) 


gesetzt werden, Es lässt sich also (@(z+afx))” nur als eine besondere 


mlh 


Form von (фх)"" ansehen. 


% 281. 
Dieser Algorithmus kann auf mehrere veränderliche Grössen, wel- 


che zu gleicher Zeit zu oder abnehmen, ausgedehnt werden, so dass 
› 5 D 
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1025) (pay) = ф(х,у).ф(х+Һ,у+К)......ф(х + (m-1)h,y + (m-1)k) 


und für ein verneintes m 


nk __ 1 
M ME) ^ Q(x-h, y-k). Q(x-2h,y-3k). ..... q£(x-mh,y-mk) 


und wenn m = o ist 
hok. ж... 
1027) (px, y) = 1 
und eben so auch auf mehrere veränderliche Grössen wie 


1h 1,h2,h3 ,...,h 
(ox, XC NEN N 1,h2,h3,... hn 


2 282. 
Jede Function von x kann unter der Form der Facultäten erschei- 


nen; es istz. B. 


xli xlı 
1028) .. а=: Koh. rum zm, f. (©) für, ===" 0 н 


und so auch 


хі. 
1099) fx) = fo. ve 2) 
Ist z. В. fx = (a+x)', so kann gesetzt werden 
eh хі, 
1030) (ax) = ee für z = o 
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П. Entwickelung der allgemeinsten Facultäten 


«in Reihen. 


k 283. 
Wir nehmen die besondere Form 


(plz. za, fx)" cp 


vor, und entwickeln dieses Product nach den Potenzen von a, so dass 


1031) Lë za. fx)" = А-А а AAP -.APD.a +...... 
Wegen der Kürze sei 
1032) Ix ech ООР ee 


Wenn m eine ganze bejahete Zahl ist, so wird der Zweck erreicht, 
wenn jeder Factor des vorgegebenen Products iu cine Reihe entwickelt 


wird, 


4.4, dgz ai dien | 


ST Y — 7 
¿ + af = 1+ —-—. 
bay р/ T "ED 12, 0 1» 


und alle diese Reihen vervielfacht werden 


Б, E. DNE. 

X E k'un 2 ho KA + en] 
Due ` fe daba 

X (o: er چ د‎ A 8e] 


es entsteht dadurch die Reihe 
1033) (фа + ao)" = C(o m) + C(1, m).a' + C(z, m).a' +.. 


welche aus den Elementen der vorstehenden Reihen gebildet wird. 


619 
Es ist 2. В. 
6(0,3) = 2)’ 


ODE MC RA AER r) 


Ser 


ШЕ em Е): з (++) 
( d' @z d'Qz % t 1 U 1 
^49 cuc e spit hon at 
2 d’ 3 3 
C(9) = (фа). E (E +f + 0) 


Qo dipa dës | D.D a n n 
ap (qz) SUP PIED ЕРЕ , | Pat D 
defi e" ۾“‎ 4” ^ 


DM dz 
. d'Q à 
Съ з) = ( 7. аг A (f + Ж) 
, dp  d'Us (| Ü ef РР 
* Qum qe came Бә, жб. РТ 
| Фф? d'gz е , т А 
+ (фа) eg E 


% Жау) d'Qz dibz .; d 
à QUUD. E + DPI + f JP 
48 dai 1!!! dz ЕТ dz: ` е ы m + D) 


% 284. 
Die zurücklaufende Bildungsweise dieser Vorzahlen lässt sich auf 
folgende Art aufsuchen: Wird 


1034) (Qiz -a.fx))"* = Fa 


gesetzt, so ist 
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d' Fa E^ a | 
ra= (Fa) ге ға + (тетә ‚а + ,.... 


Die Differentiale von Fa, welche in dieser Reihe vorkommen, er- 


setzen wir durch Differentiafe von 1g :Еа, 


qt: Fc 4 dil «Ho: 
manqa = 5 т 6 (Pa. Баба == 
1 da n i1"* da" da 
- Жі ( (“Ға d'le:Fa ^ d'Fa d"*' le: Fa 
— n+1 1°" da” D 19 а! um 1°” da? ы "E da | 
oder 
d'lg:Fa d'ls:Fa а”16:Ға 
(n) — A 5 NED ч 2 ®. A mi A [cl шш 
(n + AS 1 1" dai u-1 1" dat + ES u 1" ۴ danzt 


und diese wieder durch Differentiale von lg: pz; es ist nämlich 


d'lg:qQz 


Je: ¿(G + a.f) = lg: {2 + аталса 


mithin 


lg: Fa = lg:g(z-afx)  lg:p(z--af(x +h)) + .... + lg:@(z +afix+im-ı)h)) 


d'lg : фа q'le :@z , 
= т.ф2 + a sët AS + E GV o cd 
wo 
1035) S, = (fx) + (fx h) + .... + (Қхқт-і1)) 


Wird nun die Reihe für le:Fa in Hinsicht а differentiirt, und dann 
a= o gesetzt, so ergibt sich die Gleichung 
dig: Fa — = d’lg:®z ui 
da" dz" Š 
durch welche wir in der obigen Gleichung 1g:Fa in lg:Qz übertragen 


können, nämlich: 


1036) (n + i). АС = 

ҤЕ =). d'lg: d'lg:z 17% sr dg: 9۶ 1 E Чр: фа 
SENS E = OT н 8 Kerg ale AT M ыы. 
ДЕШІ 1 n Ег + ДО 2 0-1 EI TIE "HE оғ. n dz" 


Dieselbe Gleichung findet Wronski Seite 116. 


Eine zweite ganz allgemeine zurücklaufende Bildungsweise erhalten 


wir, wenn wir die Gleichung 
loz +a. tx) СРЕ (46 +a. fx)) E р + a. {х + тҺ)) 
zu Grunde legen, und die beiden Reihen 


(Фа +а. E up Am + Ah a' $ AUS aa 


olz+a. f(x +mh)| = Qz-a'. (ix + ml) '. and: (кеа). pu er. 


miteinander vervielfachen. Wir erhalten durch dieses Product folgende 


allgemeine zurücklaufende Bildungsweise 
еулет BFIN ЕЕЕ m) 
1037) AR 


d'qz 


At — А". Фа n. Ai. (f(x n il) ta 
` 14" ат” 


ATQ = Al 02 + Me (fix +шһ)'.- = SAT Катан)", oz 


WWW.rcin.orc d 


Ш. Entwickelung einer Function F(x +h) in eine 
Reihe nach den Facultäten einer anderen 


Function. 


б. 286 
Es sei 
1038)  F(x«h)— А.Е, x--A,.f£ x-e. Ах А, (BA LLL, 


fx, fx,...,f x seien Functionen von x verschieden von (fx)"*"", 
(fx)™™™",....; die Natur der ersteren bleibe hier unbestimmt; 
die letzteren seien so beschaffen, dass fa=o. Man sucht 


die Vorzahlen dieser Reihe. 
Weil fa=o, so ist fir x=a und Ax=-h auch 
mut =o „ FR = Қастаһу!" und 
ar)" = 


1-1 
f(a- (m+ qh)"^- (mq) 


ТЫ! 


Setzen wir nun zur Abkürzung 


TURIN хол Fix 4 h) | EN 


H, 
l urs Pi vati 
Dt. a ur X.A af x TOU A | = K” 
beue n m.s. | „ч 8) 
so ist Kf, =0, und nach 694 


rcin.org.pl 


-f(a - (m + q-1)h)""* 4. , , СУМ ы E Ф" fam)" 


— — —s е 
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A; NE D ze (SU Da 


so lange n nicht grösser als m ist; ist aber n grösser als m, so ist 


A77 H,,, Es ist also 


m+ 


1039) Fix+h)= (K?.H,-K*.H, + К.Н, -... ("Ko Hl fx 


ЭЕ ишете WAWATA eg (Ko н, |. £x 
+ [ROM -й=л у... (277 Ke. H). £x 
du 


x Eben ж дя ju. x 
de Ke, 6ч 
ar Ha ы Ger" * H. * (куе + BE: D (fx) ... 


wo in den Vorzahlen x=a und ax=-h gesetzt werden muss. Wenn 
man ЇЇ und K vereinfachen will, so sehe man hierüber $. 154 und 155. 
Dieselbe Reihe findet Wronski Seite 279. 
0. 257 
Die Reihe 
1040) Beh) ecd ай MR)" e A, MR al. 
ist nur ein einfacher Fall von der vorigen Reihe, und geht aus ihr hervor, 


wenn m=0 gesetzt wird; es ist nämlich 


и) Ders ati" .... a "на +h)) 


lat)" ЛЕТ, г: A^ (fx)"*) 
— ATUS b) ` ахан) Дачку) a I F(xh). ау an (sch | 
King ЛЫ RR Spa АЗУ s S de “ы 
- DEEST ыы). Y 


ER," mW a 
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Die überflüssigen Factoren, welche hier noch vorkommen, lassen 
sich nach $. 154, 155 wegbringen. 


Die zurücklaufende Bildungsweise der Vorzahlen geben folgende Glei- 


chungen an: 
1042) vu Fix+h) = A,.A'(fx)'" 
»F(x+h) = A. a (fx) + A. AO 
A'F(x +h) = А,.АҚку + A. . a (fx) + A, La (fx)? 


* D D D D D D D H D D D D 


e 
42 
сл 


IV. Producte der Reihen, welche nach den 


Facultäten einer Function fortgehen. 


— 


{. 288. 
Wenn 


KO)". f ea). M Qux У". f(x43h). A +... 


"EL 


Fx = f xo, x) f, (x+h). 


DU 
und 

F у= y (py) £ (yk) HOME + kg (ужо). re 
so befolgt das Product dieser beiden Reihen 


F x XF у==Ё°(х,у)у+ х,у). M Гу). za a E 


folgendes Gesetz: 
PES y) =p Rey) PSY 52) 
Kommt eine dritte Reihe 
Fz=f,.+{9,2)"”. £ (245). Я En M 2) ob ‚(2+28). c а +(@, z) .É (2+3). er +.. 
L 
hinzu, so finden wir bei dem Producte 


Fx X F,y XE,z = f"(x,y,z) + E (x,y, z). M pex yz). m 


dasselbe Gesetz, nämlich 
(EC EE EE EE GC +k,z) + Ф.а. (x, y, 2+5) 


Allgemein, ist 


79 


zin.org. pl 
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1043) F,x, = fx, +(0,x,)™ £ (x, +h а — AT, р(х Dé Et 


1° 1 


Ех, =f x, «(хун f(x +h). Ant (9x) 


Er хыл.) des 2 Em Y Steg Arsch r 


und sind f,,f,, f, ,..., F,,F,,F,,..., Ф,,Ф,,Ф,,.-· eben so viele ver- 
schiedene Functionen und ху, х,, x,,..., h h ,h.,.... eben so viele 


verschiedene Grössen, so befolgen die Vorzahlen des Products dieser 
Reihen 
a " 
ЕЛХЕЛ X... KR um £9 (ку MP Ox x. ‚ut f(x HR.) ut 
folgendes Gesetz: 
ee ee n x =m OS Р, М е RR 

T QUUD MO SE М ISN 

+ O, X, АҒ (жук ух erh хонх) 

+ . . . е H H . . . . LJ . . 


+ Фіх, ЖГ" (х.ж. ожа la hao) 
. 


Wir wollen das Verfahren, welches zu dieser allgemeinen und merk- 
würdigen Wahrheit führt, in allgemeinen Zeichen vorlegen. Es sei bei 


dem Producte von n Reihen 


Ех, A Ех... X Bi ur шу a NW хы n MM (x m Xy, ux 


das Gesetz o 
BE xs td xm) im 
“== petu b, x s), 290, JT сч wo Be. 
vu FREE.) 


gefunden; der Uebergang zu dem Producte von n+1 Reihen besteht darin, 
dass dieses Product mit der (n+ ten Reihe für F,x, vervielfacht wird. 
Das (р+1)іе Glied dieses Products ist ñ 


44-4 


ша VEI exo (xr х рар) wog 1,..,p. 


i 


LES o — >, 


Der erste Factor unter dem s kann in zwei Theile zerfällt werden 


pe HE gern (p-1) 
er + с 


qla 


und also auch genannte Vorzahl in die beiden Theile 


fr E ps (p-1)* UU f" d pue f ( 
(RX) — Zie Aa * (Reeg, Ф.х.) % „(х,+0р-Фћ,) 


/ A= 
+ ¥ (=. 


xm хук, RI бхра) 


Wird in dem ersten Theile das, was oben mit а bezeichnet ist, 
statt P^(x,,...,x, ,) eingeführt, und in dem zweiten Theile der Factor 


Ф.х, vor Z, gesetzt, so zerfällt das Ganze in folgende Theile: 
id ^ TE == 


— Vile à 
Q, x, p z, Weg QBUS + h,, x, жу 52 89% x.) M (Q,x,)" "f (x ,"-(p-qh,) 


4-41-4 
EECH E stri S | XU DÉI LANE US (Qaxa) "f£ (x, -«(p-q)h,) 


d KC 22” 


— 4471124 
ш S ae ы BE G: و‎ X X, Ж.) : qux rn M f, (x, (p-pih,) 


д-1 He 


(p-0: 


N Ж, Р (ее ех). (Dx eh) T EE TD OE) 


Sëch 
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Da nun dieses nach @ die Reihen für fe" x. кҺ,, х,,......,х,), 


f (xy, ieh, u er). RR rer); зо ist auch 
ЕО = е + hg nas.) 
+ Q, x, Aer E CEET X) 


+ ,х, H fra HE CLOSE] а оха h.) 


Die Gleichung, welche für n Reihen gilt, findet also auch statt bei 


n+ı Reihen. 


ALLGEMEINE THEORIE 


DER 


FORTLAUFENDEN BRUCHE. 
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ALLGEMEINE THEORIE 
DER 


FORTLAUFENDEN BRUECH E. 


Il. Zurücklaufende Bestimmun g. 


б. 289. 


Бы diesem Gegenstande sind folgende Puncte genau voneinander zu 
trennen: 
I. Algorithmus. 
П. Wahrheiten. 
ПІ. Anwendung der Wahrheiten auf Gleichungen, Reihen und andere 


Gegenstände. 


Zu dem Algorithmus hat Euler *) den ersten Versuch gemacht, 
der aber sehr unvollkommen und oft von anderen Mathematikern, nur 
in anderen Zeichen, ohne Verbesserung wiederholt ist. Wir geben hier 
einen neuen Algorithmus in vollkommener Gestalt, so dass er alle Fo- 


derungen erfüllt. 


Mit diesem Algorithmus іп der Hand haben wir solche allgemeine 
Wahrheiten entwickelt, dass alles, was auch immer über diesen Gegen- 
staud erschienen, höchst specielle Fälle von ihnen sind. Die Anwendung 


können wir hier noch nicht geben. 


Die Ordnung, in welcher wir die Untersuchung vornehmen, ist 


*) Novi comm. ac. sci. petrop. Т. ХІ, 1767. pag. 28. De usu novi algorithmi. 
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I. Zurüklaufende Bestimmung, wenn 


ат), = e(m), , р Dass * а(т),, * P pc. 


П. Zurücklaufende Bestimmung, durch welche fortlaufende Brüche er- 


zeugt werden. 


$. 290. 


Es seem O O ОЬ uL ow uuu А 
ы ағы EU TTE „То, PIS SAI. 
verschiedene Grössen, welche in keinem Zusammenhange stehen. Aus 
ihnen werde eine dritte Reihe von Grössen 
.... am), , a(m), , e(m), , (m), , «(m), , а(ш),,, (mM), zee. € 


nach folgender Vorschrift gebildet: 


1044) em), = e(m),., V Biesen, + a(m),., ы Que 


Oder es soll jedes Glied der Reihe C aus den beiden vorhergehenden 
Gliedern derselben Reihe in Verbindung mit dem (m+n-2)ten der Reihe 
A uud dem (m+n-ı)ten Gliede der Reihe B durch Zuzählen und Verviel- 


fachen zusammengesetzt werden. 


Zwei von den Gliedern der Reihe C müssen gegeben sein, wenn die 
übrigen nach dieser Vorschrift bestimmt werden sollen. Nehmen wir 


a(m),, a(m), als gegeben an, so sind die übrigen folgende: 


1045) a(m), = æm), .Г,,, + а(т),.Ф, 


ein), == o (m), 5 B... 1 je on + «(m), E Im Ta 
TP. 

а(т), = (m), 91 Ті АЕ Ic ar a (m), = | Qa Masa T2543 
T. Un HOR Ф... 


+ Фи; j| im 


а(т), = айт), > lis, ; Tee TS I id a(n), Em ere ПИ DXX 
* ON. Тыш; d А ^ Qn Dar: IW 
+ Qus Гая ES? 25 Ф, Qus n 


* Dr s os Ns 


а) Qi Qnes 


п. S, W. 


Setzen wir ....2, 1, 0, =1, -2,.... statt m, so erhalten wir eben 
so viele Reihen 
ЗЕЕ) АУ Tac Lo ND, > аб, euren, 
..7%. Жы) , аа „ar, > о EE Me 
ess el 0), , aC). › æl o), > el 0),, C AER 
MN CO жай 2р OTI N. 
ITIN CUTE. Ux 5 el), 0C 
deren Glieder sámmtlich nach der Vorschrift 1044 aus den Gliedern der 
Reihen A und D gebildet werden. 

Das Dildungsgesetz eines Gliedes der Reihe С aus den beiden un- 
mittelbar vorhergehenden Gliedern derselben Reihe ist gegeben. Unsere 
Aufgabe ist 

L Wie wird ein Glied der Reihe C aus irgend zweien anderen (nicht 
unnittelbar vorhergehenden Gliedern) derselben Reihe C gebildet? 
und 


Il. In welchem Zusammenhange stehen die Glieder der verschiedenen 


Reihen C,? 
$. 291. 


Die obige Bildungsweise lässt zwei Glieder der Reihe C unbestimmt, 


welche nach Willkühr angenommen werden können. Die Gleichung 1044 


80 
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ist daher die allgemeinste ihrer Art. Um den Weg zu der Auflösung 
dieser allgemeinen Aufgabe zu bahnen, nehmen wir zuerst einen einfa- 
chen Fall vor, und kehren dann zu der allgemeinen Gleichung 1044 wie- 
der zurück. Diesen einfachen Fall machen wir durch einen besonderen 


Buchstaben 2 bemerkbar 


1046) OOD, =. me: ЛЕ. Er, шр. 
und nehmen für zwei Glieder, auf welche wir alle übrigen Glieder be- 


ziehen, folgende Werthe an, so dass 
1047) fm), = + 
Alm), 
(ш), = Em), Ta + R) Q, 
Bim), = Alm), Tue. + Bm), . Pau, 


H 


T. 


Rm), == Bim), V Tats ar (т), Qus 


D D D D D H . . . D D ` . 


Nach diesem finden wir für die übrigen Glieder folgende Werthe: 


1048) Bm), 2 = I 15-4 1 + (o 
£(m),, — des D г SR Pa Ба 
+ ФЕ. [ 


(т), „ = MT. WË шз + Qn І man + Ф. Dar: 
Gun a Ша [ез 
+ Ф..., INS INS 


u. S, w. 


Die Glieder auf der linken Seite oder die Glieder mit verneinten 
Stellenzahlen erhalten wir aus der Gleichung 1044, wenn wir n = 1, 0, 


-1,-2,.».. Setzen, nämlich 
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1049) (т), = o 
1 


gm), = ELI. 
) Qs г 
Г 
em), = کے‎ 
i Ge De 
fm), zm eent 
Qa... Quis 0.3, Ф... 
- (ту) =. > E |) K. Tan- & Б Diss Paa 
Y Pm-: @..-, Qa-s Qui Qua Qs -m @ mQ 0 O, 
U. 5. Ww. 


{. 299. 
Sowohl für die Bildung eines Gliedes aus entfernten Gliedern dersel- 


ben Reihe als auch für den Zusammenhang der Glieder aus verschiede- 

nen Reihen finden wir folgende Gleichung P 

B(m),, = Bin), S(mtu-pt2)., + Am)... . £(men-p *3),,. Onini 
Ihre Rechtfertigung findet sie in dem allgemeinen Uebergange des 

Vorhergehenden zum Folgenden, und dieser besteht in der Verbindung 


der Gleichung. Р mit den Gleichungen 
Bim), = (m), ,,,.(m*n-p41), + (т), . Ф... 
Е(ш--періі) = 


= ß(m+n-p+1),.2(m tn-P+2),., T £nn-p41),.2(mn-p*5),. nn 
wovon jene nach 1046 und diese nach der Gleichung P gebildet ist. Es 
entsteht die nächstfolgende Gleichung P, 
f(m,,,) = P(m),.,,,.P(m- n-p * 1), + (т), pMn- p + 2),., e Pas 
Diese Gleichung P, gilt nicht allein für das bejahete, sondern auch 


für das verneinte p, und es ist 


Bim)... = (m), BMP) ap En)... (m*n4p-1)., Фа əре. Q 
Diese Gleichung beruhet eben so wie die vorige auf dem allgemei- 
nen Uebergange vom Vorhergehenden zum Folgenden. Es ist nämlich 


nach 1047 
80% 


WWW FCI. 
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Bm), = Am), P (m*n4p), + (m) 


und nach P, wenn n — -P p=- pH, m = m+n+p gesetzt wird, 


aep-i* Dampet 


Am+n+Pp)..., = Plmtn+p),.B(m+n+p-+1)., + 2(та+а+р+2). Omoney 
Werden diese drei Gleichungen vereinigt, so entsteht die nächst- 
folgende: 
(ат), =), ,,, (mn p1),, + (шт), , (mtn p2),, «Фа, Q, 
Die Gleichung P, gilt also für jeden Werth von p. Setzen wir zur 
Vereinfachung derselben n-ı statt п und n-p statt p, so ist 


1050) fm), = E (т), (тер)... + B(m),.,-£ (mp1), ,., Du +p-1 


{. 298. 
Ausser dieser erhalten wir zu gleichem Zwecke eine zweite Gleichung 
auf folgende Weise: Aus den beiden Gleichungen 
Rmt р),,, = (т +р), Turpa + BI + p)... 0, 
(ш), = Ұш), Га + Pau. Фа 


welche nach 1046 gebildet sind, eliminiren wir Г und setzen zur 


тержа 2 


Abkürzung 


Bim + p),,, - £(m),,, = Bim + p), . Bim), = Bar: 


Es entsteht die Gleichung 


Nach dieser bilden wir mehrere 
B, =- СР е; 
B = [» В, ` Pee 
B, = Bim). 
und vervielfachen alle miteinander; es entsteht die Gleichung 


D, = e f(m),., 3 Pe Qu 2 E = (-)"'f(m),., d СОЛЫ KE 


637 
Da ferner in der Gleichung R die Stellenzahl n auch verneint sein 
kann, so können wir auch folgende nach ihr bilden: 


Ф 
-n+2 -п+у ° m+p-n 


B 5 =- BD SE 


B, = - В, «Dose. 
Bim). EE p. 
Vervielfachen wir diese Gleichungen miteinander, so erhalten wir 


folgende: 


Bim), = (-)” Dx. Ы (Duis * Bin, vus he D ine 


oder 
D = MEDEEA ED. s, = CU Em), ° (244 Шы 
(NEC Sco aa 
D und B,,, huldigen also demselben Gesetze, und es ist für jeden 


Werth von n 


1051 ) f (m * Die * Bom), - (ш ал P),< (2)0: = GI" (т) (Ф... ju 


f. 294. 


So allgemein die beiden Gleichungen 1050 und 1051 auch sind, so 
sind sie doch nur zwei untergeordnete Fälle eines viel allgemeineren Ge- 
setzes, welches ausser ihnen noch unendlich viele andere Fälle umfasst. 


Eliminiren wir nämlich aus den beiden Gleichungen 
(тар), = Lm +р),_,.В(т +s) + B(m + D 20 8-1), oO 
(т), = (m), 2(m +s), + B(m), (+51), - Ф... 


welche nach 1050 gebildet sind, die Grösse p (m +s) und verbinden 


GEZ 


mit der Gleichung, welche hiedurch entsteht, die Gleichung 
Bim + p), Bim), = B + P) pi BM), = (-) Bm)... (Bu) 


welche nach 1051 gebildet ist, so erhalten wir die Gleichung 
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(+p), (m), - (пер), Bim), =)" (m), BmtsH),. Pan) ^ 


oder, wenn wir, um ihr eine andere Form zu geben, p=n-m, n=n+p-m 


und s = q setzen, die Gleichung 


1052) Ru), Bim), m), ann BD) = 
= (=) (т), Pma nmp- (Pa. ^ vom 
welche das hóchste Gesetz für den Zusammenhang sowohl der Glieder 


derselben als auch der Glieder verschiedener Reihen enthält. 


Um nur ein Beispiel von der Wichtigkeit dieser Gleichung anzu- 
führen, nehmen wir an, dass q=-1, und setzen zur Abkürzung 


n=m+1-p; es geht aus ihr hervor, dass 


1053) Pan), = (y Bim —р+1),_, 


(бы 


Jedes Glied auf der linken Seite oder jedes Glied mit einer ver- 


neinten Stellenzahl kann also ersetzt werden durch ein Glied in einer 


anderen Reihe. 


Nachdem wir den besonderen Fall, für welchen das Zeichen [2 fest- 
gesetzt ist, untersucht haben, gehen wir zu dem allgemeinsten, vorge- 
stellt durch z, wieder zurück. Wir finden für ihn zwar nicht dieselben, 


aber ähnliche Bildungsweisen. Zuerst erhalten wir die Gleichung X 
a(m), = a(m),,,,- ßm+n-p+ ра + e(m), , -A(m+n-p+2 en C am 


Das Verfahren bei dem Auffinden dieser Gleichung, oder der Ueber- 
gang von p-ı zu p besteht darin, dass aus dieser schon gefundenen 


Gleichung X und aus der Gleichung 


lm), = «(з ) p . (n+ n-p), ar en)... ` OEE pos 


die Grösse «(m),.,,, eliminirt, und dann die Gleichung 
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Em +n-p), = É(m n - p),. (m +n -p+t),., + (m + n- pt2) „Ф“... 


welche nach 1050 gebildet ist, zu Hülfe genommen wird; es entsteht 


die nächstfolgende Gleichung 

«(тї em a(n), (m +n—p), + (m), (тараа) ‚Ф.-с X, 
Auch für das verneinte p finden wir, dass 

a(m) (Mm)... (mn p-1).,,, жа(ш),, mene). nech Y 


Der Uebergang von -(p-1) zu - р ist aber jetzt folgender: Es wird 


in diese schon gefundene Gleichung Y nach 1050 gesetzt 


P(m-np-1) p = Г(т-шер-1), .B(m+n+p)_, + 2(man pH). 


und zuletzt 


p- К а 


< ат)... = x(m),.,-, .B(m+n+p-—-1), + а) а, Disnea 
Es entsteht die nächstfolgende Gleichung für -p, nämlich 


a (m), = a(m),,,.(m*n4p)., + æm) ap- Blu+ntp+1)_ Passo Y 


1 


Die Gleichung X, ist also ganz allgemein. Setzen wir, um sie zu 


vereinfachen, n-p statt p, so nimmt sie folgende Gestalt an: 
1054) а(т), = a(m), . (тр), ,Жа(ш),., -Blmtp+t1),_,-.* Фр. 


und zeigt, wie ein Glied а(т),, oder a(m),, aus irgend zweien anderen 


entfernten aber aufeinanderfolgenden Gliedern 


a (19). us e{m),.-. oder aus а(т),, «(m),,., 


mit Hülfe der Grössen ß 


gebildet werden kann. 
Bilden wir z. B. alle Glieder aus den beiden ersten Gliedern (m), 
und «(m), , so geben folgende Gleichungen diese Bildungsweise an: 


1055) seim), = am), В(т+1), + «(m), . (m42),., * Pa 


a(m)_. = a(m), (m1) , | + (m), B(M) naQa 
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ў. 296. 


Die zweite Gleichung für z erhalten wir auf folgende Weise. Wir 
eliminiren T,,,,.., aus den beiden Gleichungen 
amp) = (mp), lue, + (тәр), ., T s NER 


e(m),, — am), Tuus 8 (0), р. Фар 
und setzen zur Abkürzung 
e(mep), .a(m),,,., = а(т+р),., .a(m),,, = E, 
In der Gleichung 


E a- 


п ...” Ola 
welche hiedurch entsteht, setzen wir zuerst n—1, 2,...... n und dann 


auch n=0, -1, -2, -3,..., -(n-1), und vervielfachen jene und dann 


auch diese miteinander. Wir erhalten die beiden Gleichungen 


E, = (2% Е, gäre, ` asp E gegen = GJ E, о (теш 

(-)" E D Asbl 

tee Р Xn o A Eo 
баға I V1 I. Фа. ( ) (© 


welche einem und demselben Gesetze huldigen. Es ist daher ganz all- 
gemein 
1056) x(m+p), М ЖОЙЫ... d а(тар),.. š а(ш),;, = 

= (-У (абшар), in, —a(m+p)-, (ш),). (Ф...) 


K "23% 

Die dritte und allgemeinste Gleichung erhalten wir durch das Eli- 
miniren des (mts), aus den beiden nach 1054 gebildeten Gleichungen 
a(m*p)., = а(т+р), A(m+s),., + (Mtp), pi Віж), Ф... 
(m), = am, .f(mts,, + ат), .f(mtst10,,,.. 0... 
und durch Hülfe der nach 1056 gebildeten Gleichung 
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a(m+p), «(m),., -æ(m+p), (m), = 
= (-У” [wm+p), im). -а(т+р).,.а(т),„) . (8. rm 
Die Endgleichung ist 
a(m*p),. (m), = a(m4p), , 
= OY (a(m+p), «(my = а(ш+р).,. а(т),} ms), Oan ren 


oder, wenn p = n-m, n=p+n-m,s=q gesetzt wird, 


a(m), = 


1057) a(n), em), a(n),,,., - am). E 


Ce) rege Ee —a(n)_,. a(m),...] | Hy ODT 


welche das allgemeinste Gesetz für den Zusammenhang der Glieder in 
den Reihen C,, und für die Bildung eines Gliedes aus Gliedern dersel- 


ben und verschiedener Reihen enthält, 


81 


www.rcin.org.p 
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П. Zurücklaufende Bestimmung, durch welche 
fortlaufende Brüche erzeugt werden. 


§. 298. > 


Die zurücklaufende Bestimmung, aus welcher die fortlaufenden Brü- 


che entspringen, ist 


1058) (£, -T2 - Б... = Qn 
Es entstehen zwei verschiedene Вгисһе 
ICD. i- und f£. = Ges A 
und also 
: Q. 
1059) f =T,+ ————— 
) " d E T @ с 
25 АА 
Inu T ..... 
und 
Ф, 
1060 І => 1 
) GET? = n + Dus 
F Ts. an Qu. 
m 522 + Qus 
т TES + D . 
4 e Q. 24 dh 
oder, weil f, == – چ‎ so İst auc 
1001) E 8 De 
IK = Ф... 
Rowe "E 7 
TS 
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Ist m = o, 1, 2, 3,.... oder =-1,-2, -3,..., so entstehen fol- 


gende fortlaufende Brüche: 


f, = г. + ЖЖ m ape 
F F0, -L, * Ф, 
і, + ..... -T., 4. 
Ф, == Q, 
£ ium == 
RT, Тр, muy de om 
r т ... -r +. 


Q., = Q.. 
іт c. +. Lo 
K at SC o Е 
Tir + serge -Г, + so... 
£ = „+ Ф. = + Ф., 
I QT US Zr Я 
T + .... -Г, ap . «ө.. 


u. з. w. Die ursprüngliche Gleichung gibt den Zusammenhang aller dieser 


fortlaufenden Brüche an, nämlich 


f = Г KS f = am COO 
о D $ f, 0 E Es um f. 
fe = Г + Ф. f — 9, 
% 1 f, 1 E! 104 + f, 
u, s, w 
6. 299, 
Wir haben hier cine Reihe 
1052) ж EEE Kur A e 


deren Bildungsweise die ursprüngliche Gleichung 1058 angibt, und zwar 
aus dem vorhergehenden das folgende, oder aus den folgenden das vor- 
hergehende Glied. Aus diesem Gesetze können wir ein anderes herleiten, 


81* 
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nach welchen: ein Glied dieser Reihe aus einem entfernten Gliede gebildet 
werden kann. Die Gleichung für diesen Zweck hat folgende Gestalt: 


1063) г. = mn). 
3 [m]: + [m]. f 


nen 


Die Gesetze, denen die Grössen (m), , (m), , [m], , [m]; unterworfen 


sind, finden wir, wenn wir in diese Gleichung das nüchstfolgende Glied 


E ege $c 


men 


m+n+1 


einführen; die Gleichung geht hiedurch in folgende über: 


(m) re (iiio Tea 
[m], V = + ([m], eh + [m], ) Ы 1l 


welche zeigt, dass 


1064) (m). = (m), en ar (m), und (m) = (m), 0 
(ш),,, = [ml ‘Ta, + [ml [m]... = [m], ‘Qara 


oder, wenn diese Gleichungen vereinigt werden, dass 


D 
pit 


1065) (m, = (m), y Wiss + (m),., z Q... 
Im]... = [m], š I. % [m],., Ч Ф.а 


Diese beiden zurücklaufenden Bildungsweisen setzen die Kenntniss 


irgend zweier Glieder voraus; wir erhalten diese aus folgenden Gleichungen: 


m ar 1. үлт Ж. SESCH 
Б Eu. 9.57 3 @ 3 i.d. 
Es ergibt sich aus ihnen, dass 
1066) (m) =1 , (№), =o , [m], = o, [0], = 1 
(bu P. sm), 2$. m], = euo? 


Wir haben jetzt alles, was zur Bildung der Grössen, welche in der 


Gleichung 1063 vorkommen, nöthig ist, es ist nämlich 
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1067) (m), = 1 und ' [m], = o 
(ш) = hu [m], = t 
(m) = rU, + Ф, [m], = T.., 
(т), ef, Tat las, ml = Г.Г.) + Фа 


HT Тағ 72” 
n c. 
u. S. w. 
Vergleichen wir diese Producte mit den früheren in $. 289, so fin- 
den wir, dass 
1068) (m), = mo! und (тї! == (п) 
[m], en, [m], = G(m41),.,. @,...-, 
Die Gleichung, welche zeigt, wie irgend ein Glied der Reihe 1062 
von einem entfernten Gliede abgeleitet werden kann, ist also folgende: 


SÉ 7 Ё(т),., Ы QE ag (m), . PE 
г Emile + nihi) 2. 


welche nicht allein für das bejahete, sondern auch für das verneinte n 


1069) f. 


gilt, so dass auch 


e HORE з fia у ЯЕ 
Ғүт Bm ti) aa anssi ka (m1), E, 


oder, wenn hierin m — m-n gesetzt, und zugleich Anwendung von der 


1070) 


Gleichung 1053 gemacht wird, dass 


1071 — 
4 2 mu m B (m), Шә 52 i. 


6. 300. 
Die Zähler und Nenner dieser Brüche 1069, 1020, 1071, sind auf 


gleiche Weise gebildet. Diese Bemerkung führt uns zu einer sehr merk- 


würdigen Wahrheit. Setzen wir zur Abkürzung 
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Bm)... Par, + Bin), fna = Am n) 
so ist nach 1069 
Xm,n) = £,. Kmi, nt) 
Bilden wir nach dieser Gleichung folgende: 
Km+1,n-1) =f,,, . тфа, n-2) 
d(n*2,n-2) = f... . Am+3,n-3) 


m+n, 1) = f . J(m i n, o) 


mn A 


(m+n, 0) = f 


mtn 


und vervielfachen alle diese Gleichungen mit einander, so entsteht die 


Gleichung 
ed. ea. 
oder 
1072) Bim), Таһа + Bm), R. OA 
Eben so finden wir aus 1071, dass 
1073) а) (Ға? Бағы), mee 


Diese beiden Gleichungen sind um desto merkwürdiger, da bis jetzt 
Producte von fortlaufenden Brüchen durch andere Grössen zu ersetzen 


nicht bekannt war. 


Diese Gleichung ist nicht die allgemeinste ibrer Art; wir suchen 
letztere, und fragen: wie müssen U und V beschaffen sein, da- 


mit die Summe der Producte 
бе (у Ww NY. d" = p 
durch andere Geschüfte ersetzt werden kann? 
Wir zerlegen die gegebenen Factoren nach 1072 in zwei Producte 


“ға xe Wm, „Ф... d £(m),. kan) +y (20,0... + Erni, A, 


647 
und finden hiedurch, dass, wenn wir m +p = n4q, also q = m-n+p 


setzen, die Producte sich gruppiren so lassen , 
Р = (х.т), + у.б), ......] MES RÀ (хва), + y-B(n),.....-, | ы, 


dass x und у durch die Gleichung 1052 ausgemittelt werden können. 
Indem wir nun vorstehende Producte mit der angeführten Gleichung ver- 


gleichen, ergibt sich, dass 


x = f(n) und y = - fm)... 
Führen wir diese Werthe ein, so finden wir durch Hülfe der Glei- 


chungen 1052 und 1073, dass 


1 
SE) 1 


Ben). (bal Ri a ym eh (gms. e 


f ттүү 
x mrp/7 


oder 
1072) Ba), Bam), (LP = (CY B), (LL 


Diese Gleichung ist allgemeiner als 1073, welche entsteht, wenn 
n = m, p= n und m = m + 1 gesetzt wird. Wir wollen von ihr An- 
wendung machen, setzen desshalb in ihr m= m +1, n= m 1- a1, 
p= ar+ar-ı, uud geben ihr durch Hülfe 1053 für unseren Zweck 
folgende Gestalt: 


1075)(£ yz "ym T 1782)... in» te yia ЫЕ Шы д. eg » 
NN. (m + 1—82). sua P В(т+1-аз)_,,,, Ў 
Ferner ist wegen 1072 
1076) (f dE? — Rm ag ел v Qao: * (ап B 1 Ka, š PI 


Ж Bm +а+1),_ Ф... 55 Gn + a+ 1), e Easo 


Hat man, nun nach vorstehender Gleichung 1076 aus irgend einem 
Werthe von £,,, das Product ( 


das Product (£ IT" nach der Vorschrift 1075 herleiten, und zwar 


m 


Ба): gefunden, so lässt sich aus diesem 


entweder unmittelbar oder auch durch Zwischenglieder auf folgende Weise: 
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1077 { 1 سے‎ Elm +1-а1)_,,.б(ш+1-а).,.... $ үші 
| em = E(m+1=a1)_ a . (in 4 1—22),,,,, Ф...) 


+ (NY (m +1 -à1) un . (ап + 1-00) en > 7 Eë 


(m +1- аз). 2 .В(т+1- аз). gu; 


vs (m TETANGE TEEN Lë. у” 
ы б(т-1-аз) ,,./2(т41-а4) |,,, y 
>. 2.6 MT c 0 Longe 1 DD cM 
op (Jr Alm+1-a1)_ a, EE EE - OA 
C(m+i-a(p-1)). a (шем-ар).... 


fA(m-1-a1) a, z mr эр 


- — cut (E 
p(m+1-aP) se E 


Werden die Grössen ai, a2, аз,.... verneint genommen, so erhalten 
wir die Reihe 


1078 f -ми += (on B(m + Ceci Е В +1 + аул (9, 
) ( e ( ) B(m + Ле? Ñ Sim + 1). (9,) 


Bn + eg gn + 47-44% (ТАМЫ 
" (oye Ben Daran ‚8(ш+1+ аз), @ hiss 
° (M+). gas ° B(m +1).,.., (рыу 


+ (ymo ВОН) sas t BODHI). enen (фу 
PH). geo BMH) isap Су 
a Län бан)... (QU үр ун 


В(ш+ї)_„ Dë 


Von dieser allgemeinen Reihe 1077, welche in 1078 nur in einer 
anderen Gestalt erscheint, kennt man bis jetzt nur zwei ganz specielle 
Fälle, und zwar diejenigen Reihen, welche entstehen, wenn in 1077 
аі = 1, a2 — 2, аз = 3, ... und ш 1078, a1 =- 1, a2 = +2, aa = + 5,... 


gesetzt werden, nümlich 
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1079, а OO mE a+ 
бат), (тї—1), + б-а), (m-2, ` Bim-2),. Bust 
ОУ و‎ Gap" 
B(m-p-2), , f(m-p*1),., Nie + D. 
und 
1080) f, = 1 Ge 5 (pom , 
B (m1), (м+1) — В(т-1), (m1), — Bim) (+1), 
WC аш 55 Ta Y Mi 
C) ЕЕТЕУШ Bmt), D ge B(m41),., M ` 


wo (ü...) und (f... O nach 1076 gebildet werden. 


f. 301. 
Wenn die Gleichung 
1081) a + Far.) Fa = Pa 
zu Grunde gelegt wird, so entstehen folgende Brüche: 
-— Ф. 4 Li Ф. 
Ba Б Жем Га Š F. und F. m: m T Е 
und 
1082) F. <= г Ge? 
m m m Ld r SN + Yu-2 
= Jdem, T Ф„.› 
< xm Bes, ar ы s 
108 = ut 
3) F, — БҮЛЕГЕ 
Г... Ben 
teen 


durch welche die Glieder der Reihe 


1084) .... Ж En, | DE B> KÉ Con лк 


-39 
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bestimmt werden. Wir finden hier ähnliche Gleichungen, wie für.f, , 
entweder auf die Weise, welche oben gezeigt ist, oder auch dadurch , 
dass wir 

1085) Е, = TF 

setzen, nämlich 


B(m-2),., + B(m+2),., Е... 
ë RS : : 
> >” B(m+1), + Bm)... n. 


: 09. 


__ P(/m42),.,. On — P(m+1),.F, 
ear) —B(m-42), |, , FP(m ri), Ж, 


1087) (2) (Ea) с pm), Е, - g(me2),,. Ф, 
1088) атым), (E. + Қаны) (Ba (ун 
1089) (2"' P(m*st1), ,., OB" + GA B(m*s1),.,.., 4 HI = 


= (-)” Bib, Dëll UBA 


oder 


D pli VE В р+ тие 1 Wé ER п-ші. j muli 
1090) (F)! ud ым + Ch Meu (e aE 


D 
n-mi-, 


Aus dieser lassen sich ähnliche Reihen wie 1077 und 1078 herleiten. 


é 309. 


Wir wollen die ganze Untersuchung beschliessen mit dem besonde- 
ren Falle, wenn irgend ein Glied der Reihe 1062 verschwindet, oder 


wenn 


1091) f, —o 


In diesem Falle kann jedes Glied der Reihe unabhängig von allen 
übrigen Gliedern und einzig nur aus den Grössen T und ф gebildet 


werden; denn nach 1071 ist 


1092) f == - Bm)... QL... ШЧ A Ban, ` 
фо" В(т-п+1),., 


men В(ш), 


und nach 1074 das Product 


1093) up: = C dësen, #9 


Nur ein Glied in der Reihe erhält einen Werth, der nicht darstell- 


bar ist, nämlich dasjenige, welches dem f, vorhergeht, 


1094) 1. = = ='- 20 


meg 0 


Die übrigen Glieder sind 


г = - г, 

met Le 

(DE d 
f = 
m+2 De? + Ф, 
IM, 

e абы, 

Se "Пе; + Ф. 

| us Ф, 


п. 5. w, und 


apt 
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ا )1095 


f — Г Dun; 
1-3 т=з + Ка” 
І = е. 
те 4 ше 4 zb [s t Фіз, 
u. S. W. 
% 303. 
Verschwindet іп der anderen Reihe 1084 ein Glied, und ist 
1096) Ho ® 


so kann auch hier jedes andere Glied unabhängig von den übrigen ge- 


bildet werden, und es ist nach 1086 


PCn*2),., 


b Plin-n+2),_, 
B(m42),., 


und F = + : 
B(m-n+ı1), 


1097) P a = OER. 


und nach 1090 das Product 


р Debt e 


1098) ne 


Auch hier ist ein Glied und zwar das nächstfolgende nicht darstell- 
bar, nämlich 


1099) m+ = - еш. — ES 9€ 
0 


Die übrigen Glieder sind 
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1100) 


и. 5. w., und 


1101) 


und 


ORR 
(Bet, + @ 2 
1086: 2 


= Е 4 = + ГА, + 


Е = 2; 
(CET aw en 


yc * тИ 2 
(Ne rr 
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INHALT. 


THEORIE DER UNTERSCHIEDE. 


Erste Abtheilung. Unterschiede überhaupt 
Der Gegenstand der Untersuchung wird in einem Schema 
vorgelegt 
Bildung von 4* U 
Bildung von U+. durch Grössen, welche nach verschie- 
denen Richtungen im Schema liegen 
Zweite Abtheilung. Unterschiede der Producte 
Glieder des Hauptschemas bilden durch Glieder der Sche- 
mata, welche für die einzelnen Factoren entworfen sind, 
im allgemeinen für jedes n 
im besondern für A”' durch eine besondere Methode 
Dritte Abtheilung. Unterschiede der auf gleiche Weise ge- 
bildeten Functionen 
I. Zerlegen der Unterschiede in Factoren überhaupt 
П. Summe der Reihen, bestehend aus Unterschieden ver- 
bunden mit willkührlichen Factoren 
III. Unterschiede der Functionen von Functionen 
IV. Unterschiede der Functionen, welche durch unentwickelte 
Gleichungen gegeben sind 


V, Unterschiede bestimmter Functionen 


Seite. 


14 


33 
41 


100 
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THEORIE DER DIFFERENTIALE. 
Erste Ab theilung. 
I. Differentiiren überhaupt 
H. Differentiale verbunden mit Producten 


HI. Ditferentiiren der Producte 


Zweite Abtheilung. 


I. Differentiiren mit abwechselndem Vervielfachen oder Messen 


II. Fortsetzung 
III. Verbindungen zu bestimmten Summen aus den mit dem 
Vervielfachen abwechselnden Differentialen aus den Ele- 


menten 


(Zdy X  (Zdy"X 


E Log 3 re у enee 


IV. Das mit dem Vervielfachen abwechselnde Differentiiren 
durch Hülfe einer anderen Function 
Dritte Abtheilung. 
Differentiiren der Functionen von Functionen, sowohl 
ohne als mit abwechseludem Vervielfachen 
Vierte Abtheilung. 
Verschiedene Ordnung des Differentiirens bei Producten, 
sowohl ohne als mit abwechselndem Vervielfachen 
Fünfte Abtheilung. 
Uebertragen der Differentiale auf andere Elemente 
Sechste Abtheilung. 
I. Differentiiren der Functionen, welche durch unentwickelte 
Gleichungen gegeben sind 
H. Uebertragen der Differentiale in Hinsicht eines Elements 
auf Differentiale in Hinsicht eines fremden Elements bei 
Functionen, welche durch unentwickelte Gleichungen 


gegeben sind - 


Seite 
117 
12? 


1425 


134 
156 


169 


204 


222) 


ш. 
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Uebertragen der Differentiale іп Hinsicht eines Elements 


auf Differentiale in Hinsicht eines anderen Elements, 


welches sich in den gegebenen Gleichungen befindet 


Siebente Abtheilung. 


ҮІ. 
aus den 


ҮП. 


. VOR 


Höhere Differentiale einiger bestimmter Functionen 


. von ((а+Ь=у 4 (А+В(а+рх)")") 
. von (а+Ьх)". (M+N .Ig:(a+bx))" 


. von а”,(А-В.а"”)" 


von den geordneten Verbindungen aus den Elementen 


а +X» a, +X,...,a, +x, sowohl ohne als mit Wieder- 
holungen 
1 
(a, +х)(а, +X) ...... (a X) 
von den geordneten Verbindungen mut Wiederholungen 
1 1 


1 
Elementen ; ; Cu 
à, X a,+x a, +× 


Allgemeine und besondere Fülle über die mit dem Ver- 


vielfachen abwechselnden Differentiale. 


THEORIE DER GEDOPPELTEN VERBINDUNGEN. 


p 


H. 


Bilden der gedoppelten Verbindungen 


Zurücklaufende Bildungsweise, durch welche sie erzeugt 


werden. 


Seite 


280 


262 


299 


308 


THEORIE DER PRODUCTE МІТ VERSETZUNGEN. 


Erste Abtheilung. 


I. 


П. 


Ueber die Natur der Producte mit Versetzungen 
Umwandlung der Reihen, bestehend aus Summen von 


Producten mit Versetzungen in andere Reihen 


83 
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III. Uebertragen der Producte mit Versetzungen in andere 
Producte, wenn die Elemente durch Gleichungen gege- 
ben sind 

IV. Auflósung der Producte mit Versetzungen, in welchen 
einige Factoren verschwinden, in Producte bestehend 
aus gedoppelten Verbindungen 

V. Entwickelung eines Bruches, dessen Zühler und Nenner 
Summen von Producten mit Versetzungen aus unendlich 


vielen Elementen sind, oder Entwickelung des Bruches 
! ал аз a0 
KENE A қасыды 

ва A2 nao 

LO es en 


Ge 
in eine unendliche Reihe 


Zweite Abtheilung. 


Producte mit Versetzungen, wenn die oberen Elemente 
das Potentiiren angeben. 
I. Allgemeine Untersuchung 
П. Ein Product, gebildet aus einer Summe von Producten 
mit Versetzungen und aus geordneten Verbindungen 
ohne Wiederholungen 
ASR. 4, АЧ Zoe Ar АД) 
dargestellt durch Summen von Producten mit Versetzungen 
ПІ. Ein Product, gebildet aus einer Summe von Producten 
mit Versetzungen und aus geordneten Verbindungen mit 
Wiederholungen 
[AN AN, .. A [® Bän Ans, Ar] 
dargestellt durch Summen von Producten mit Ver- 
setzungen 
IV. Summe der Producte mit Versetzungen aufgelöst, theils 
in andere Summen vervielfacht mit geordneten Verbin- 


dungen, theils in geordnete Verbindungen 


83 


359 


369 


372 


382 


390 
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V. Auflösung einer Summe aus Producten mit Versetzungen 
in ein Product zweitheiliger Factoren 
Dritte Abtheilung. 
Producte mit Versetzungen, wenn die oberen Elemente 
höhere Unterschiede angeben. 
Vierte Abtheilung Si 
Producte mit Versetzungen, wenn die Elemente das Dif- 
ferentiiren mit abwechselndem Vervielfachen angeben. 
I. Allgemeine Untersuchung 
]l. Auflösen der Producte mit Versetzungen in ein einfaches 
fortlaufendes Ditferentiiren mit abwechselndem Verviel- 
fachen 
ПІ. Auflósen der Producte mit Versetzungen in ein einfa- 
ches Differentiiren einer Function 
IV. Uebertragen der Producte mit Versetzungen zusammen- 


gesetzterer Grössen in andere Producte 


THEORIE DER REIHEN. 
Erste Abtheilung. 


Eliminiren bestimmter Gróssen aus unendlichen Reihen. 
I. Allgemeinste Untersuchung 
П. Erster besonderer Fall 
ПІ. Zweiter besonderer Fall 


IV. Zurückführen des allgemeinsten auf den besonderen Fall 


395 


399 


404 


410 


425 


428 


435 
439 
d 
449 


*) Die Seite 322 war schon abgedruckt, als wir fanden, dass mehrere Wahrheiten von 


Seite 404 bis 428 noch einer grösseren Allgemeinheit fähig seien. Wir machten gleich 


Ше nöthigen Verbessernngen; bitten aber jetzt den Leser, das, was Seite 322 be- 


findlich, entweder nach den Ueberschriften Seite 404, 410, 428, oder nach diesem 


Inhaltsverzeichnisse zu ändern. 
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Zweite Abtheilung. 


Bildung der Hülfsgleichungen vermittelst der Unterschiede 


und der Differentiale 
Dritte Abtheilung. 


Entwickelung der Functionen in Reiben. 


I. Reihen, in welchen kein Werth von x mehr als ein 


Glied zernichtet 


IL. Reihen, in welchen das Einführen einer bestimmten 


Function von x das nte und jedes folgende aber kein 


früheres Glied zernichtet 


III. Reihen, in welchen das Einführen eines bestimmten Wer- 


thes 


von x das nte und jedes folgende aber kein früh- 


eres Glied zernichtet 


A. 
B. 


F. 


G. 


Im allgemeinen 

Wenn die begleitenden Functionen bestimmte Eigen- 
schaften haben i 

Wenn die Elemente bestimmten Gesetzen unterwor- 
fen sind 

Wenn die begleitenden Functionen und auch die 
Elemente bestimmten Gesetzen folgen 

Wenn die begleitenden und die Hauptfunctionen 
bestimmte Eigenschaften haben 

Wenn die Elemente und die Hauptfunction be- 
stimmten Gesetzen unterworfen sind 

Wenn die begleitenden Functionen, die Elemente 


und die Hauptfunction bestimmten Gesetzen folgen 


IV. Reihen, in welchen das Einführen eines bestimmten Wer- 


thes von хата, alle früheren und alle späteren Glieder 


nur nicht das nte Glied zernichtet 


460 


465 


495 
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V. Reihen, in welchen das Einführen eines bestimmten Wer- 
ihes von x alle Glieder zernichtet, oder Entwickelung 


einer Function in eine Reihe nach den Potenzen einer 


anderen Function 
A. im allgemeinen 


B. Entwickelung von F(x+h) nach den ganzen Poten- 


zen von Px 


C. Entwickelung von F(y) = F(fx) nach den ganzen 
Potenzen von фх 


D. Entwickelung von F(x+h) nach den Potenzen von 


EN 
E. Entwickelung von F(x +h) nach den Potenzen von 
lg: (1 4 bx) ә 


Г. Entwickelung уоп F(x+h) nach den Potenzen von 
(Arc: (tg = btcx') 

G. Entwickelung der Function F(x+h) nach den Poten- 
zen von (х-а), von h und von x; ferner Entwicke- 
lung von F(x,+h,,x,+h,,...,x,+h,) nach den 


Potenzen von h,,h,,...,h, 


H. Wenn die Hauptfunction noch von einer anderen 
Function begleitet wird 
a) im allgemeinen 


b) im besonderen 


c) wenn die Hauptfunctionen verschieden sind 


VI. Entwickelung einer Function nach den Potenzen einer 
anderen Function, wenn die Elemente beider Functionen 
durch eine Gleichung gegeben sind 


A Untersuchung über Gleichungen 


662 


B. Entwickelung von x" nach den Potenzen von z 
und x, wenn 2--А +A,x'+A,x’+....+ A, x" 
С. Entwickelung von F(x +h) nach den Potenzen von 


Qz, wenn Z= A, +A X'+ A Sit, 2 А, .x"'+x" 


THEORIE DER WIEDERHOLENDEN FUNCTIONEN. 


Erste Abtheilung. 
I. Unterschiede und Differentiale 
II. Wiederholende Functionen, wenn yfx- f(x + h)-a.fx 
zu Grunde gelegt wird 
III. Wiederholende Functionen, wenn fx = f(x+h) -9x . fx 
zu Grunde liegt 
IV. Wiederholende Functionen, wenn 
ix = а,.Қхаһ)-ға,.Қхжһ)Уға,.ҚхаһУуж........ 
zu Grunde liegt. (Oder die erzeugenden Functionen 
von Laplace) 
A. Entwickelung von v’fx nach den Zunahmen von x 
im allgemeinen 
D. Entwickelung von v'fx nach der Zunahme von x 
ші besonderen - 
C. Entwickelung von y A Bach gi, 47, v ta lay ЧА"... 
D. Entwickelung von f(x Кк) nach v', v, v',.... 
E. Entwickelung von v'fx nach den Differentialen 
von v"fx 
F. Entwickelung der Differentiale nach den Wiederho- 
lungen von v 
Zweite Abtheilung. 
Wenn fx=A (fx) + A Dr)" HART. 
Dritte Abtheilung. 


Periodische Functionen 


543 


546 


663 
THEORIE DER ALLGEMEINSTEN FACULTATEN. 


I. Das Bilden der allgemeinsten Facultäten 613 
II. Entwickelung der allgemeinsten Facultüten in Reihen 618 
III. Entwickelung einer Function in eine Reihe nach den 
Facultäten einer anderen Function 622 
IV. Producte der Reihen, welche nach den Facultüten einer 631 
Function fortgehen , А 625 


ALLGEMEINE THEORIE DER FORTLAUFENDEN BRÜCHE. 


1. Zurücklaufende Bestimmung 631 
II. Zurücklaufende Bestimmung, durch welche fortlaufende 


Brüche erzeugt werden 612 


Zu der geschichtlichen Bemerkung des Prof. Mollweide in seinem \Vörterbuche S. 625, 
dem im Historischen mehr Wahrheit zu wünschen wäre, gebe ich folgende Berichtigung: 
Das Beispiel, wie es im Wörterbuch Seite 625. 4. Th. angeführt wird, mag beim 
Meissner vorkommen, aber diese Reihe ist nicht die meinige 565 Analy.; die meinige hat 
ein Gesetz der Vorzahlen, jene angeführte Reihe kein Gesetz. Mollweide halt sich nur 
bei einigen Beispielen auf, schweigt aber von den allgemeinsten Reihen, die ich in der 


neunten Abhandlung der Analysis gebe. 
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Druckfehler und Verbesserungen. 
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